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TEST DE EVALUARE INITIALA
MATEMATICA CLASA A XI-A / A XII-A

(40 puncte)

Calculati suma numerelor intregi din intervalul (—1, (3), v25]
Aflati valoarea expresiei 2x — 3y — 6|z| pentrux = —4, y = -5, z = —3.

Rezultatul calculului L. 2.2 este...
15 10

Calculati: 12:0,(3) + 1,22,

Determinati solutiile reale ale ecuatiei 18 — 3a = 6.

Determinati solutiile intregi ale ecuatiei 5x? — 3x = 2.

Folosind proprietitile logaritmilor, calculati logz3 + log26 — log29 .
Solutia ecuatiei 2*! + 2X =12 este...

(50 puncte)

Se considera functia f: R = R, f(x) = 2x — 4.
S4 se calculeze f(-2) +f(2).

b) Rezolvati in R inecuatia 2f (x) — 8x < 36;

Dupi o reducere de 20% preful unui produs este de 320 lei. S se determine
pretul produsului inainte de reducere.

Si se calculeze x, +x, + x,x, stiind cd x1 $i x» sunt solutiile ecuatiei x2- 2x
-2=0.

Se considerd triunghiul ABC cu AB=5, AC =6, BC = 7. Si secalculeze cos
A.

Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei v2+x = x.

in reperul cartezian xOy se consideri punctele A(-1,1), B(3, -2), C(3, 1).
Sa se determine distanta de la A la C.

Determinati ecuatia dreptei AB.

Calculati a) (SJE = ﬁ) (Jj - 2ﬁ)=

b) 2sin45° - cos45° — sin® 45° — cos? 60° =

Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordd 10 puncte din oficiu

Timpul efectiv de lucru este de 50 minute

TEMA 1
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OPERATII IN MULTIMEA NUMERELOR REALE

Radicali

Definitie: Numim radical de ordin neN, n22 din numirul pozitiv @ §i notam #fa ca fiind acel

numar pozitiv x unic cu proprietatea x" = ¢,
Observatie: Daci x € N, atunci pentru orice ne N, n>2, daci x ¢ N, atunci v e R \Q.

Proprietitile radicalului: Urmitoarele relatii sunt adevarate pentru orice a, 620 §i m, neN,
m n22.

P].%-%:%; Pz-%=£, b#l: P3. "W”‘da_?; P4'€[’{!7=:"%'

Observatie: Daci n este impar, putem calcula ¢, §i daci x <0, in aceste condifii {~x = ~4/x .
X, n este impar

Observatie; Avem ({/; )" =x,dar ix = {

x|, nestepar

Puteri cu exponent real
Observatie: Notiunea de ridicare la putere se poate generaliza astfel:
1 1 L '
X"=— x20,neN"; x” ={'/;, x20, neN"; x" =¥x", x>0, m, neN".
x
Proprietitile ridicArii Ia putere: Pentru orice x,»>0 si orice p, r € R, auloc relatiile:

P
P1. x"x" = x"*; P2. %=x"“"; P3. (x"‘)q =x; P4. (xp)" =x"y".
x

Logaritmi

Definitie. Fie a, >0, a#1. Solutia (unici) a ecuafiei a” =5 se numegte logaritm in baza « din & si se
noteazi cu log b.

Proprictafile logaritmului: Logaritmul are urmétoarele proprieta{i valabile pentru orice «, b, ¥,

y>0, a, bl:
P1. log, xy=log, x+log, y; P2. log, = =log, x-log, ;
Y
l
P3. log, x“ =alog, x, a e R; P4. log, -
log, a

Observatie: Dacé a, he N sunt numere prime diferite, atunci log, be R\ Q.

FISA DE LUCRU
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Caloulafi (—1)° + (<2)° + (=3)' + (-4} +(=5).
Calculafi (1) + (<1)* +... + (=1)'"®,

| -1
Calculati 8* - (-]-J .
2
Caleulaji Y125 +16 + =27
Calculati log,, 1 +log, %
Calculati log, 81+ log, 251100000 .

Ordona}i crescitor numerele g = -¥27 , b= log, % ,c==2,

-2
Demonstrali c& log, 64+ 31000 =16 +GJ .

Demonstrati ¢ log,, 121 < 1.
Daci log, 3 =a, demonstrati cd log,6=1+a.

Testul 1

1. Demonstrati ci V49 +3/~1000 +(\/3)2 =0,
J50+418

2. Demonstrati ¢ numirul g = ————— este natural.
V3248

3. Demonstrati ca 1g20+1g50=3.
4. Demonstrati ca log, 5+ log, 7 < log, 72— log, 2.

-3
5. Ordonati crescitor numerele a = [-%J ,b=3Y-125 sic= lgmlm

1000
. 3 2
6. Demonstrati ci log, —=log, —.
=2 33
Testul 2%
1. Demonstrai ¢i Y-216 + /144 =log, 729.
2 3

2. Demonstrati ci + > =,
log,2 log,4 log,8

3. Demonstrai ¢ numerele a = 10%" §i 5 = /343 sunt egale.
4. Aritati ¢ numirul a =logas 100 - logys25 — 2logy 5 este rational.
3. Demonstrati ci log,, 3-log, 5 =log, 3 log,, 5.

6. Demonstrati ca V10 ++12 <7.

TEMA 2

FUNCTII SI ECUATII EXPONENTIALE, LOGARITMICE SI IRATIONALE
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Functii bijective

Definitie: Funciia f: 4~ B se numeste:

¢ functie injectivi, dac pentru orice u,ve 4,cu u#v, avem f(u)# f(v);

o functie surjectivi, daci pentru orice we B existd u € 4, astfel incat i’ (u)r: W,

e functie bijectivi, daci este injectivi si surjectivi,

Proprietiti ale functiilor injective:

P1. Functia f:4-> B este injectiva dacA si numai daci pentru u,ve 4, cu f ()= f(v), avem u=v;
P2. Orice funcfie f/: A— R strict monoton4 este injectivi.

Proprietafi ale functiilor surjective: Functia /: 4 - B este surjectivi daca si numai daci Im f=B.
Proprieti(i ale functiilor bijective: Functia /: A~ B este bijectiva daci si numai dac, pentru orice

we B, ecuatia f(x)=w admite o singuri solutie x e 4.

Functii inversabile
Definitie: Functia f: 4 - B se numeste functie inversabilii daci exista o functie g:B - 4, astfel
inct (g o f)(x)=x, pentruorice xe 4, si (fog)(y)=y, pentru orice y € 8.

Observatii:
o Dac3 existd, functia g se numeste inversa functiei /si se noteazs ™.

o Avemrelatia f(x)=y < f7'(y)=x, cu xed i ye8.
Teoremi: O functie este inversabild daci si numai daci este bijectiva.

Functii numerice

Functia rationali

ofunclia f: DR, f (r) = i((:}) , unde g, 4 sunt doud functii polinomiale;
o domeniul D={xeR | h(x)# 0} :

Funcfia radical

o functia /: D> R, f(x):i:/'; ,unde neN, n22;

e domeniul D este egal cu R dacd neste impar si cu [0, w)daci n este par;
® functia este strict crescitoare i injectiva,

n par

2
] -

-1Tof !
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Functia exponenfiali

o functia /R >R, f(x)=a",ae (0, 1)U(l,0)

® este strict crescatoare daci ¢ € (1, o) §i strict descrescitoare daci a € (0, 1);
e este injectiva §i strict pozitivi,

a € (1, o) ae(0,1)
10—
=
6._.
s
2] .
.
ELTLELE S T
4-3-2-11234

Functia logaritmici
o functia /:(0, ) 5 R, f(x)=log, x, ae(0, Hu(l,0);
® este strict crescatoare dac a € (1, «)si strict descrescatoarea € (0, 1);

¢ este injectiva.

a € (1, m) 3 ae(0,1)
6 2—/
4] b
= TIATTTTTTT
2 29012345678
{ -3
JTT ITTT »g:
- 2 4 8 g

Functiile sinus i arcsinus
Functia f:R >R, f(x)=sinx: . 7 s /N0
® este continud 1 derivabild pe R ; EANBZNE N{-I Y '\US/ e ,‘0
@ este periodicd cu perioada principald 7 =2n;

® esie mérginitd §i Im f :[—l, l].

Restrictia f :[w-g, ﬂ -3 [-i, I], / (x) =sin x este bijectivi si inversabil.

Inversa sa este functia /~':[-1,1] [—g'g ]1 S (y)=arcsiny.

Functiile cosinus si arccosinus

ia fiR-R, f{x)=cosx:
Funcfia f:R >R, f(x)=cos ~IWQU/_':I\‘\‘J5/\}\&}

e cste continui si derivabili pe R;

o este periodica cu perioada principald T =2x;

o este mérginitd si Im £ =[-1,1].

Restrictia /[0, ] — [, ], /'(x)=cos x este bijectivi §i inversabils.

Inversa sa este functia /™' :[~1, 1] [0,n], /' (y)=arccosy .

- ” - T
Propozitie: Pentru orice ye [-—-1, !], avem arcsin y +arccos y =-5.
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Functiile tangenti §i arctangentd
Functia /:D— R, f(x)=tgx, unde D=Ri{g+knik EZ}:

e este periodicd de perioadd principald T = n;
o ¢ste surjectivi.

Restrictia f: (~12t-, -;-t-] =R, f{x)=tg x este bijectiva si inversabila.

Inversa sa este functia /™' :R —}[—-;—r %] f(y)=arctgy.

Functiile cotangenta si arccotangent3

Functia f:D >R, f(x)=ctg x, unde D=ﬂ€\{kn [ keZ} x

¢ este periodicd de perioada principald T =,

@ este surjectiva,

Restrictia f:(0,n) >R, f (r) =ctg x este bijectivi si inversabild.

Inversa sa este functia /™' :R —(0, n), /™' (y) =arcetg y.

FISA DE LUCRU

Dac functia f: {1, 2, 3,4} - {0, 1, 2} este definita prin 1) = 2, A2) = 0, A3) = 1, A4) = 2,
arétati ca f'nu este injectivi, dar este surjectivi.

Fief: R —» R, flx)=ax + b. Determinati a, b € R, stiind cd /™ (3)—" 1sif'(5)=2.

Demonstrati ¢ functia g:R - R, g(x)=x+1 este inversa functiei f:R >R, f(x)=x-1.
Demonstrati ¢d 235 < 3¥2.

"
Determinali domeniul maxim de definitie al functiei /: D — R, flx) = 2.

Determinati x €[4,00) pentru care v3x-12=2.
Determinati x€R pentru care 3**' =81,

Determinati domeniul maxim de definitie al funcjtei /: D — R, fx) = log, (4x - 7).

Demonstrai cd log, 15 <4log, 2.
). Determinati x> 1 pentru care log, (2x - 2}= 1.
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Testul 1
1. Se considerd functia /: R - R, fix) = (—;—) . Calculati £0) + A1) + A2) + A3) + A4),

2. Demonstrati cA graficul functiei f: R - R, fix) = lg(x™> + 2012 + 1) contine originea sistemului

de coordonate.
3. Fie [:R—(0,0}.f(x)=a-2"", unde ae(0,®). Fie g:(0,0)>R inversa functiei g. Deter-

minati valoarea numarului a, stiind ci g(32)=3.

4, Determinati x€ R, stiind cd vx* +2x+6=3.
5. Determinati x e R, stiind ¢& 3% =9™,
6. Determinati x € R, stiind cé log, (x"' +9)= 2,

Testul 2*

" lg]O-;fglOO |

2. Demonstrati c& functia £:(0, ) - (1, ), f(x)=x+1 este inversabila si determinati inversa sa.

1. Se considera functia f: (0, %) — R, flx) = g x. Demonstrati c3 lg[ 10 +2 }00)

3. Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei vx—1=3—-x.
4, Determinati toate solutiile reale ale ecuatiei 4" =5-2" +1=0.
5. Determinati multimea solutiilor ecuatiei log, (6x- 5) =2

o m sinx+2cosx |
6. Determinati toate numerele reale x| 0, SP pentru care — =8inx

10
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TEMA 3

FUNCTIA DE GRADUL I SI DE GRADUL AL II-LEA
FUNCTIA DE GRADUL I

Definitie; Functia /:R - R, f(x)=ax+b,a#0 senumeste functie de gradul I. ~
Observatie: Funcjia de gradul | este strict monotond, fiind strict crescitoare daci a>0 i strict

descrescitoare dacd a<0.
Observatie: Imaginea geometrica a functiei de gradul I este o dreapta (vezi exemplele din figurile

urmitoare).

a>0 10 - a<0
51
ifl/:lr'll
-4 2
53 53
-10] -101

Semnul funcfiei de gradul I: Este extrem de util in solutionarea inecuatiilor. Pentru o functie oare-
care de gradul I f:R— R, f(x)=ax+b, a#0, avem tabelul urmitor:

X -G S oK

semnul lui g

)

S(x) | semn opus lui a

FUNCTIA S1 ECUATIA DE GRADUL IT

Ecuatia de gradul II cu coeficienti reali

Forma generali: ax’ +bx+¢=0, unde a, b, ceR, a#0.Numerele a, b, ¢ se numesc coeticient,
iar x reprezintid necunoscuta,

Rezolvare:

o se calculeazi discriminantul ecuatiei, A = b* —4ac;

-b+JA

e dacd A >0, atunci ecualia admite doua radicini reale diferite, dupa formula x,, = e
_ a

e dacd A =0, atunci ecualia admite dous ridicini reale egale, dupa formula x,, = ;’-;
a
o dacd A <0, atunci ecuatia nu admite ridacini reale,

Relatiile lui Viéte: Sunt adevirate indiferent de tipul ridicinilor si avem S =x, +x, = . si
a

[+
P=xx,=—,
a

11,
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Functia de gradul I

Definitie: F uncti-a f ‘R-R, ¥ (x) =ar* +bx+c, unde a, b, ceR, a#0, se numeste functie de

gradul al [I-lea,

Observatie: Imaginea geometrica a graficului este o parabold (vezi exemplele din figurile urmétoare).

a>0 10 - N a<0 29 7 o -
8
=2-14/1 23456

24

4 _4:

2 o]

I A

T ] TTI T -8/

*ljl 2/345 j

K -1

o : b b .
Dreapta verticald de ecuatie x= o este axa de simetrie a graficului. Varful parabolei V ( Xp ¥y )
a

b . - .

are coordonatele x, = oo S Y= f (x,,)=—z-. Virful parabolei este punct de minim daci a>0
a a

si punct de maxim daci a <0.

Semnul functiei de gradul al Il-lea: Este util in solutionarea inecuaiilor. Pentru o functic /:R - R,

f(x)=ax’+bx+c cuproprietatea A >0, daci notam cu x, §i x, ridicinile ecuaiei f(x)=0, obyi-
nem urmatoarea schema:

x | -© b4 % ©

f(x) | semnul lui a 0 semn opus lui a 0 semnul lui a

12
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FISA DE LUCRU

Calculati f(-1)f(1), unde f: R —R, f(x) = x+1

Calculati f(-1)+ f(0) +f(1) , unde f: R —R, f(x) =X+ X

Calculati f(-2) + f(2), unde f: R >R, f(x) =x? -4

Se considera functia f: R —R, f(x) =x? -1. Calculati f(-1) +£(1)

Se considerd functia f: R —R, f(x) =x? -1. Claculati ( f(1))*°'6 + ( f{0))216

Determinati numdrul real m, stiind c& punctul A(1, 5), apartine graficului functiei

fR—-R, fx)=x>+m

7. Determinati numdrul real a, stiind cd punctul A(1, 0), apartine graficului functiei
fR—-R, f{x)=x-a

8. Determinati numarul real a, stiind ci punctul A(a, 0), apartine graficului functiei
fR-R f(x)=x-2

9. Determinati numérul real a, stiind cd punctul A(a, 2), apartine graficului functiei
f: R —R, f(x) =x%-2x +3

10. Determinati abcisele punctelor de intersectie a graficului functiei

f: R —R, f(x) =x*-3x +2 cu axa OX

S

11. Determinati abcisele punctelor de intersectie a graficului functiei
f: R >R, f(x) = x? -4x +3 cu axa OX
12. Determinati numerele reale a , stiind ca f(a) =a, pentru functia
f: R -R, f(x)=x*-2
13. Determinati coordonatele punctului de intersectie a graficului functiei cu axa OY, unde
f: R —R, f(x) =2x% +x + 2015
14. Se considerd functiile f: R —R, f(x) = x> - x+2 s5i g: R =R, g(x) = x +1.
Determinati numarul a pentru care f(a) = g(a)

15. Determinati numérul real m pentru care f(2) =0, unde f: R —R, f(x) =x +m

13
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TEMA 4
PROBABILITATI, MATEMATICI FINANCIARE

Probabilitati

Definitie clasicii: Probabilitatea realizirii unui eveniment este egali cu raportul dintre numérul ca-
zurilor favorabile si numérul de cazuri posibile asociate acelui eveniment.

Observatii:

e probabilitatea este intotdeauna egald cu un numir din intervalul [0, 1];

o evenimentul cu probabilitatea egald cu 0 se numegte evenimentul imposibil;
e evenimentul cu probabilitatea egald cu 1 se numeste evenimentul sigur.

Matematici financiare
Procente: Daca q, b, p&'[{), w), b #0 astfel incét %:Tg"é"’ atunci spunem ci a reprezintd p% din b.

TVA-ul:
» este un impozit perceput de stat si care se aplici la toate produsele si serviciile, inaintea pretului de

vanzare: .
o cota corespunziitoare este stabilitd prin lege i depinde de tipul produselor si al serviciilor.

® este adeviratd relatia: pref productie + TVA = pref vinzare.

FISA DE LUCRU

1. in penarul Mihaelei sunt 3 creioane galbene si 2 creioane albastre. Care este probabilitatea
ca ludnd la intdmplare un creion acesta si fie galben?

2. Aruncdm un zar. Care este probabilitatea ca pe fata de sus a zarului sa apard un numdr par
de puncte?

3. Dintr-un lot de 80 piese,76 nu sunt defecte . Care este probabilitatea ca luand la intdmplare
0 piesa aceasta sd fie defecta?

4. intr-o urni sunt 16 bile negre si 28 bile albe . Se extrage o bild . Probabilitatea sa fie verde
esteegaldcu......

5. Intr-o clasi sunt 12 fete si 16 biieti . Probabilitatea ca la tabla s iasi un biiat este egald cu

6. Si se afle probabilitatea ca alegind un element al multimii {0, 1, 2 , 3} acesta si verifice
inegalitatea n*> <8 .

7. Aruncdm un zar care are fetele numerotate cu cifre de la 1 1a 6 . Probabili —tatea ca pe fata
de sus a zarului sa apari cifra 8 este egald cu ..... .

8. Calculati probabilitatea ca, alegind wun numir din multimea A4 =
{10,20,30,40,50,60,70,80,90} , acesta sa fie divizor al lui 1000

9. Calculati probabilitatea ca un numdr intre 1 i 50 s fie numar prim .

10. Calculati probabilitatea ca alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de doui cifre,
acesta sd fie divizibil cu 10.
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11. Calculati probabilitatea ca alegind un numar din multimea numerelor naturale de o cifra,
acesta sd fie divizor al lui 8.

12. Calculati probabilitatea ca alegand un numér din multimea numerelor naturale de o cifra,
acesta sa fie mai mic sau egal cu 3.

13. Calculati probabilitatea ca alegdnd un numdr din mulfimea numerelor naturale de doud
cifre, acesta si fie divizibil cu 10.

14. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numadr din multimea 4 = {1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
10}, acesta sd fie multiplu de 5.

15.Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numér din multimea M ={10, 20,30,40,50,60,70,
80,90} ,acesta s fie multiplu de 15.

16. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea 4 = {1,2,3,4,5,6,7, 8,9} ,
acesta sa fie multiplu de 2.

17. Probabilitatea ca din 4500 de sticle de bauturd racoritoare si cumperi una din cele 30 de
sticle pe al cérui capac scrie ,,Ai castigat 100 lei “ este de ..... .

18. Aflati probabilitatea ca aruncénd doud zaruri s& obtinem doua fete in care suma punctelor
sd fie un numdr prim .

19. Intr-o umni sunt 25 de bile numerotate de la 1 la 25 . Se extrage la intdmplare o bil din
urnd . Probabilitatea ca pe bila extrasd sd fie scris un numdr péatrat perfect este .... .

20. S se calculeze probabilitatea ca alegdnd un numar natural de doud cifre acesta si fie cub
perfect .

21. Si se calculeze probabilitatea ca alegdnd un element din multimea
A={1,23,4,5} acesta sd verifice inegalitatea n> < 2" .

22. 54 se calculeze probabilitatea ca alegand la intdmplare o submultime a multimii =~ A ={
1,2,3,4,5} aceasta si aiba trei elemente .

23. Si se calculeze probabilitatea ca alegénd la intdmplare un element al mulfimii =~ A ={
sin30°, sin 45°, sin 60° } acesta sa fie rational .

24. O bicicleta costa 64 lei. Aflati cat va costa dupa o ieftinire cu 43 %.
25. Dupa o scumpire cu 64 %, un termostat clasic s-a scumpit cu 160 lei. Aflati pretul initial.

26. Un album s-a scumpit cu 25 %, iar apoi s-a ieftinit cu 30 %. Acum are pretul de 38.50 lire.
Calculati pretul initial.

27. Pretul unui produs este de 258 lei. Acest pret se micsoreaza cu 26%. Care este pretul final?
28. Aflati pretul initial al unui produs, daca dupd o scumpire cu 28% costa 2016 lei.

29. Un produs costd 500 lei. El se ieftineste succesiv cu 20% si mai apoi cu 10%. Aflati pretul
final al produsului.

30. Pretul unui produs este de 1300 lei. Cu ce procent trebuie ieftinit produsul pentru ca acesta
sé coste 1131 lei?

31. Intr-o clasd sunt p elevi. Dintre acestia 40% sunt pasionati de sport, 36% sunt pasionati
de picture, iar restul de 6 elevi sunt pasionati de muzica. Determinati numarul de elevi din clasa.
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Puncte in sistem de coordonate

Se considera un sistem de axe ortogonale (perpendiculare) xQOy . Pentru orice punct M din plan exista

si sunt unice numerele reale Xy, yu, numite coordonate. Notim M (x,,,y,, ), unde x,, este abscisa, iar

¥y, este ordonata.
Fie punctele A(x,,,), B(%4.7;), C(xc,9c) §i D(xp,,) - Atunci au loc relatiile:

e Formula distantet AB = J{xA —x‘,;}2 +(y4 “}’n)z s

+ oy
o Mijlocut M al segmentului [ 4B] are coordonatele x,, =4 2“8 = 2.1,; :
NA . x, +hx y, +ky
3 AB] pentru care — =k , atunci x, =4 gy, =2t z.
e Daci N e[4B] p o et
" . . +x,+ X ) + .
e Centrul de greutate al triunghiului 4BC are coordonatele x, = *4 ’;u ) Yy = Vs +};a Ie.,

e ABCD este paralelogram dacd i numai dacix, +x,. =X, +X,, ¥, + Ye =Yz + Vp-

Ecuatia dreptei

Ecuaia generald a unei drepte d: ax+by+c=0, unde g, b, ce R.
Punctul M(x,,,», )€d dacd si numai daci ax,, + by, +c=0.

; ax,, +by,, +
Distanta de la M(x,,,y, ) 1a d:ax+by+c=0 este egald cu dist(M, d :____________l Ll R
ws Yy (M, d) v

Daca b = 0, se obtine ecuatia de forma x = x,, care este forma generala a unei drepte verticale.
Daci a =90, se obtine ecuatia de forma y = y,, care este forma generald a unei drepte orizontale.

Fie d o dreaptd oblicd. Tangenta unghiului format in sens trigonometric de axa Ox cu dreapta d re-

prezintd panta drepfei.
Daci ab # 0, ecuatia dreptei se poate aduce la forma y =mx+#n, unde m reprezintd panta dreptei 4.

Teoremi: Fie @, b doud drepte distincte de pantd m, §i, respectiv, m, . Atunci:
Pl: aljbe>m, =m,; P2:al bomm, =-1.

Vectorii in sistem de coordonate

Vectorul determinat de punctele (0,0) §i (I,G) se noteazd cu i, iar vectorul determinat de punctele
(0,0) si (0,1) se noteaza cu ;. Cei doi vectori se numesc versorii axelor. Pentru orice vector

existd numerele reale unice u,,u,, astfel incdt u=ui+u, ;.

Avem egalitatea tz: I =+ .

Fic vectorii w =u, i +u, j, v=v i+, j. Atunci:

e wn W i U — — —

5 1 s . .

Pl.u=veu=vyiu=v; PLu HV‘:’:—")—, P ou+v=(u+v}i+(t,+n)/;
1 2

Pd. cur =y i+, j ; P5. u-v=uy +uyy;  P6ou—v=(u-v}i+(u,-v,) ).

Legatura dintre puncte §i vectori: 4B =(x,~x,)i+(y,-¥,)J-
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FISA DE LUCRU

Determinalj coordonatele mijlocului segmentului format de punctele A(2, 5) si B(4, 11}.

Determinati coordonatele centrului de greutate al triunghiului ABC, daci A(-1, 0), B(0, 2), C(2, -1).
Calculafi lungimea segmentului format de punctele A(2, 5) si B(6, 8).
Demonstrati i punctele A(1, 1), B(3, 5), C(9, 9) si D(7, 5) reprezints varfurile unui parale-
logram.
Demonstrati & punctul M(1, 2) apartine dreptei o :2x+3y-8=0,
Demonstrati ¢i dreptele a:2x+4x-1=05i b:x+2y+3=0 sunt paralele.
Consideram punctele A4(1, 3) si B(2, 5). Determinati numerele reale a, b, astfel incat AB=
=ai+bj.
Se considera vectorii u=2i + 4, v=5i- 3}' si w=3i+ 19}' . Demonstrati c& w=4u-v.
Determinati modulul vectorului u =6i -8 .

. Se consider vectorii AB=2i+ 5}‘ si BC= 4?--3} . Calculati modulul vectorului AC.

Testul 1

1. Se considers punctele A4(3, 1), B{l, 2) si C(a, b). Determinali numerele reale a, b, stiind ci
punctul B este mijlocul segmentului AC.

2. Se considerd punctele A(1, 5), B(3, -1)si O(0, 0). Fie M mijlocul segmentului AB. Demon-
strali ¢ OA+ OB =20M .

3. Demonstrati ca dreptele de ecuatii @:3x-2y+1=0si b:4x+6y+2=0 sunt perpendiculare.

4. Determinati numérul a € R, stiind c& punctul 4(a, a+1) apartine dreptei d :3x~2y-5=0.

5. Sc considerx vectorul =7 + J. Determinati modulul vectorului 2.
6. Considerdm punctele 4(3, 2}, B(S, 4), C(0, -2) si D(-2, 0). Demonstrati ¢ A8 = CD.

Testut 2*

1. Determinati coordonatele simetricului punctului A(~3, 2) fafi de mijlocul segmentului BC, unde
B(1,-4)si C(-5,-1).

2, Determinai ecuatia medianei duse din varful A al triunghiului ABC, unde A(1, 2), B(2, 3), C(2, -5).

3. Determinati ecuatia dreptei care contine punctul A(-2, 2) si este paraleld cu dreapta determinata de
punctele C(2, 1) si D(-1, =3).

4. Determinati numirul real o, pentru care dreptele de ecuatii x + 2y + 1 =0 5i 2x ~ay — | = 0 sunt
perpendiculare.

5. Determinati valorile numdrului real a, pentru care vectorii z:=3i+2} §i ﬁ:ai-S}’ au module

egale.
- 2 ]2 -
vl + w{ +2u-

3

+

U

6. Fie vectorii E:f—j, ;=2f+3} s W= i+ 2}‘. Demonstrati egalitatea:

vt 2vew+2wen=0.
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TEST DE EVALUARE - MATEMATICA CLASA AXI-A / A XII-A

P 1. Rezultatul calculului % s 32 +§ este ...
1 2

5p 2. Rezultatul calculului 2 Ll | 1=—=1]+0,75+ E este .

4 2 5 6
5p 3. Calculati (—43+3-2):(=5)" +(=17+15)-(-1)".
5p 4. Calculati (3w/§ - «/7) (\/E — 2ﬁ):
5p 5. Determinati solutiile reale ale ecuatiei 3x — 1 =7 + x.

5p 6. Determinati solutiile intregi ale ecuatiei 5x% — 3x — 2 = 0.

10p 7. Folosind proprietitile logaritmilor, calculati

a)logz3 + log26 — logx9 ; b) log, 3 - log, %

8. Solutia ecuatiei 3**! = 3% este. ..

Sp

5p 9. Sa se determine solutiile reale ale ecuatiei Br+1=3

5p 10. Sa se afle solutiile reale ale ecuatiei loga(x+1)=3

5p 11. Sd se calculeze x, +x, + x,x, stiind cd x1 §i X2 sunt solutiile ecuatiei x*- 2x -
2=0.

5p 12. Calculati f(-1)+ f{0) +f(1) , unde £ R —R, f(x) =X>+ X

5p 13. Determinati numdrul real m, stiind ci punctul A(1, 5), apartine graficului
functiei f: R —R, f(x) =x*+m

10p 14. Determinati punctele de intersectie a graficului functiei f: R —R, f(x) =x? -

4x +3 cu axele de coordonate.
10p 15. Se considerd functiile f: R —R, f{x) = x* - x+2 si g R —R, g(x) =x +1.

Determinati numarul a pentru care f(a) = g(a)

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu

o Timpul efectiv de lucru este de 50 minute
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TEMA 6
TRIGONOMETRIE

Cercul trigonometric

Unitdti de mésurd pentru arce si unghiuri: @ gradul sexagesimal;

@ radianul.
Relatia de legaturd este: 180° =x rad. ,4B(0; 1)
o, M

¥
13
13
1
"

Pentru orice numir real ¢, existd un unic punct M(.rM, Yu) pe Vs
A(1;0)

Xar | X

cercul trigonometric astfel incét m(ﬁ):t. Dacd 120, se par- A'(~1;0)

curge cercul in sens trigonometric (de la A4 spre B). Dacd 7 <0, se
parcurge cercul in sens invers trigonometric. Atunci:

cost =xX,; sint=y,; tg =24, ctgt:-x-i’—.
£

M Y

B'(0; -1)

Tabelul valorilor functiilor trigonometrice

Pentru calcularea valorilor functiilor arcsin, arccos, arctg si arcctg se folosesc intervalele
indicate in domeniul de definitie al functiilor date:
T T

—} ; 2) E(arccos) = [0; iZ']; 3) E(arctg) = [— E’EJ ; 4) E(arcctg) = (0; JZ') :

1) E(arcsin) = [-— % : >

Tabelul valorilor functiilor trigonometrice pe intervalul [0, 7 |

& rad |z |2 |z |22 |37 |5
(radiani) | 0 4 4 3 2 8 4 6 1
nO
0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
(grade)
TTE[E| |6 &1
sine |02 | 2| 2|1 |2 2 |2 0
RER IO L V2
cose |1 | 2 2 12 o 2 2 3 | =7
W3 3
go 0 3 11 ﬁ - _,/5 -1 300
W3 B
clga = ﬁ 1 3 10 2 1= _ \E -
Cadrane I cadran II cadran
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Tabelul valorilor functiilor trigonometrice pe intervalul [, 27 |

@ rad AEEEAEEREE: z
(radiani)| © | © 4 312 3 4 6 | on 12
nO
180°| 210° | 225° | 240° |270°| 300° 315° | 330° | 360°
(grade) 15%
L 2B 3] 2|1 V642
sinee | 0 2 2 2 | -1 2 2 2109 1
A3 2] L L2 |8 V6+42
cosex | —1 2 2 2 0 2 2 2 1 4
3 RE]
ga | 0 | 3 1 | B -1-3] -t 310 | 2-43
W3 3
clige - N I 3 0 3 -1 (3| - 54.3/3
Cadrane IIT cadran IV cadran

. £=3,1415926...: zradiani =180° ; 1 radian ~ 57°17°45"; 10:% radliani.

» Numarul 7 este un numdr irational transcendent numit numarul lui Pitagora.

Paritatea functiilor trigonometrice

Teorema 1: Functia cosinus este pari, iar functiile sinus, tangenta si cotangenta sunt
impare:

1) cos(~&)=cosa;
2) sin(-a)=-sina; 3) tg(—a)=—tga; 4) cig(-a) =—ciga.
Periodicitatea functiilor trigonometrice

Teorema 2: Functiile sinus si cosinus sunt periodice cu perioada generala 7, =2/m,

unde ne Z si perioada principald 7, =27 .
* Deci: sin(@+2m)=sina, ne Z si cos(a+2m)=cos, ne Z.

* Numérul 7, = 27m , unde ne Z este perioada generala a functiilor sinus §i cosinus.

» Numirul 7, = 27 este perioada principald a functiilor sinus §i cosinus.
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Teorema 3: Functiile tangenta si cotangenta sunt periodice cu perioada generali
T, =2mm ,unde ne Z siperioada principald 7, =27.

* Deci: tg(a+m)=tgat, ne Z si ctgla+m)=cigax, ne Z.
* Numirul 7, =7mn, ne Z este perioada generala a functiilor tg si ctg.

« Numirul 7, = 7 este perioada principali a functiilor tg si ctg.

Semnele functiilor trigonometrice

sgn(sin o)=sgn(ya) sgn(cos 0)=sgn(xa) sgn(tg c)=sgn(ctg a)

Cadrane (in grade si radiani)

I cadran: (0°; 90°) in grade sau (O; %) in radiani;
n ¥ - ot
II cadran: (90°; 180°) in grade sau (E’ 77:] in radiani;

3
III cadran: (180°; 270°) in grade sau (71'; ?”] in radiani;

IV cadran: (270°; 360°) in grade sau [3?7[, 2}1’] in radiani.
F N
7 boe-Z
2

Yo = 'Vla(xoz}}/a) b |
n=180" \0" - e ] o | cadran
o -
x

3z Il cacran IV cadran
—=270°
2
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Formule de transformare
Relatii dintre mdsura in radiani si misura in grade (sexazecimale) a arcelor si
unghiurilor :

4 180°-
o 3) ne=——2;
/A

1) 7 radiani = 180°; 2) exradiani = 7;8

OO

4) 1" =60'=3600"; 5) 90°=89°59'60" ; 6) 180°=179°59'60".
Formule de reducere

Definitie: Formulele care exprima functiile trigonometrice sin, cos, tg si ctg ale
unghiurilor 7t ,27 + & ,g +ar si 3?7: * & prin functiile trigonometrice de argument (unghi)
o se numesc formule de reducere.
a) Reguli de obtinere ale formulelor de reducere:

R1: Pentru unghiurile 7 £ ' si 2z + o functiile trigonometrice trec in ele insusi, adica:
sin— sine , cos — cosa, tg—> tga, ctg— ctgar ;

oo T . 3w B s : . ..
R2: Pentru unghiurile - T si El * o functiile trigonometrice trec in cofunctiile lor,

adicéd: sin— cosa, cos— sine , tg— ctga, ctg—> tgax ;

R3: Semnul functiei noi primite coincide cu semnul functiei initiale, care se determind in
dependentd de unghiul de reducere, considerdnd & unghi ascutit.

Tabelul obtinerii formulelor de reducere

B Zia | Z-a 3—7z+a 3—”—(1 o T-o | 2mtor | 2;m- o
2 2 2 .

B 90°+ar | 90°- o | 270°+a | 270° o0 | 180°+a | 180°- o | 360°+0 | 360°- o
sinf | cosa cosOl | —cosOl | —cosol [ —sinQ sinot sin®t | —sinQ
cosf | —sina sing( sindf | —sin0l | —cosOl | —cosOl | cosOl cosQl
tgf | —ctga ctgo, | —ctgo ctga tgo —tgo tgo —tgo
ctgf | —tgo tgow —tgo tgo ctgar | —ctgo ctgor | —ctgo

Graficele functiilor trigonometrice
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1 | 1 1 | 1
| | | | | 1
) | ; ! i |
7ie / I
| i | | | |
5t fm S [ 20/ Drt £ 3w (2% g
===y =] (=1 -+ k
2 4 uflei] o) 3
| | | I I I
! ! ! i ' !
y=cige 4
D\ AN
kN TN O f : >
F 3\ AN # %
ERVERICRIEAY
i
Formule trigonometrice de bazd
. in & cos ¢
1) sin’ @+cos’ ar=1; 2) tgar =22 3) ctga =——=;
cos& sin
2 1 2
4) tga-ctga =1, 3) letg a=—i— 6) l1+cag’a=—7—;
cos”“ sin” &

7) sin =g - cosa; 8) cosa=ciga-sinx.

Consecinte din formulele trigonometrice de baza:

1) sin’ ¢=1-cos’ o = sinax=++1-cos’;
2) cos’ @=1-sin* = cosa=+y1—sin’ e ;

I 1 1 . 1
3) g = 3 4) ctigx=——; 5)cos@=t———; 6)sino=t———
ciga g Jl+ig'a Ji+ctg’a
g . g i
7) cosa =% SE 8) sina== g 9) g = S o

1/1+ctg26¥’
tyl-cos’ar

10) fgor=—1—"""0 7
cos &

11) ctgax = cose

Jl+gla’
++y1-cos’a |

+l-sin’e
++/1-sin’ &

12) ctgar ==
sm o
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Formulele adundrii:
a) sin(a + ) =sinacos f+sin fcosa; b) sin(a — B) =sinacos f—sin fcose ;

c) cos(ax + f#) = cosacos f—sinasin f; d)cos(a— ) =cosacosf+sinasin§;

tga +tgf tga —tgff
e tg(a - f)=-——<,
1-tgongff N iga-p) 1+ teongff

1—toat ) 1+t
By cig(ar+ B)="—8%8B .y cig(a- py=1118988
tga +1igf tga—tgf

e) ig(a+ f) =

Formulele unghiului dublu si consecinte din ele:

1) sin2¢ =2sin@cosa
) 2 1 e D . . 2 . s 2
a) sin” - cos a=z-sm 20 b) 1+sin2a = (cosa+sin)” ¢) 1-sin2a = (cosa —sin )
2) cos2a =cos’ @—sin’ &

a) cos2a =2cos’ @—1;b) cos2a=1-2sin’ a;

¢) 1—cos2a=2sin’ @ ; d) 1+cos2a =2cos’ a;

g i
3) g2o=—o; 4 eg2a=1=%%
I-tg"a g
Formule de micsorare a gradului:
a) sin’ a:ﬂ_; b) cosza=1+°032a;
2 2
- i — i +
c) Smsa=3sma4sm3a; d) Cosaa=3cosa4cos3a

Formulele unghiului triplu si consecinte din ele:
a) sin3a =3sina—4sin’ &, unde @ e R;

b) cos3a=4cos’ @—3cose,unde o€ R;

3
) tg3azw—l§£,undea,3a¢£+m,nez;
1-3tg°x 2
. 3
d) ctgdo="CB%" 8 & de @302 mneZ;

1-3ctg’er
e) sin3a=4-sin(60° + &) -sin(60° — ) ,unde e R.
Transformarea sumei (si diferentei) in produs:

a+ﬁcosa;ﬂ; b) sina—sinﬁZZSina;ﬁcosa;ﬂ;

a) sina+sin = 2sin
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+ —
atf 2B,

; d) cosa—cosf=-2sin

+ . —
¢) cosa+cosff=2cos szﬁsm'gr ﬂ;

2 2 2
cosacos cosacos 3
h) ciga+cigf = M; i) ctga—ctgf= -M :
sinsin sinarsin
2 2
j) tga+ctgo =— . =— 3 k) ctgax—itga= fcgsi =2ctglc.
sincosar  sin2e sinxcos@
Transformarea produsului in sumd (diferentd):
a) sine-cosf= % [sin(cc + B) +sin(e— B));
b) sing-sinff = % [cos(cx = B) —cos(ex + B)];
¢) cosa-cosf= %[cos(a—[)’) + cos(or + ﬁ)] :
tga+itgf ctga + ctgf
d) tga-tgfh=——""2=";¢) cltoga-ctgf=——-—"7—.
) ga-igh ctga +ctgfl ) vigarveie tgor+tgf
Formule speciale:
. /3 ; . 4
1) cosa+sinax=+2 cos(a’—z); 2) coso:+s1na:\/2vs1n(a+z) z
: /4 : . 4
3) cosa—sina = ﬁcos(a:+z) i 4) cosa—sing=—/2 sm(a—z) .

Formulele jumdtdtii de argument:

1) Sing:_-l: l_cﬂ; 2) Cosgzi M’
2 V 2 2 V2

3) tg£=i l—cosa’; %) Cl‘gg:i l+cosex
2 1+cosc 2 l-cosa
a l—cosa o sing
) g2 sing ) g2 1+cosex
i a 1+ o
7) cgZ=22% 8) cigm=— 20
2 l-cosa 2 sing

Formulele substitutiei universale:

o . . - y
e Daci th =t,atunci @ =2arctg t ,unde & # 7 +2k7, k € Z si au loc urmitoarele relatii:
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Do 1-1g> = .

1) sina= 2_ - 2 { 2) cosa= 2 =l d , 1€ R;
2 2
l_Hza' 1+¢ l+r2a 1+¢
2g — 1-1g*?= .

3) tear= 2 - Z_ a1 &) ciga= 2 _1=% .0
& 1=¢" o 2t

1-1tg? 2rgE

Ecuatii trigonometrice (simple)
1) sinx=ag,unde ae R
a) ael-1;1]= x=(-1)"arcsina+m, ne Z;

b) ae[-1;1]e {a; & ae (—o-)U(l+e) 2> xe .
a

2) cosx=a,unde ae R

a) ael-1L 1]:>x:iarccosa+2?m, ne Z;b) agl-1; 1]@[61(1_1@ ae (—oo 1) U(L4e0) = xe .

a>
3) tgx=a,ae R 4) clgx=a,ae R
x=arcitga+m,ne Z x=arccitga+m,ne Z

Ecuatiile sin x = a $i cosx = ¢ au solutii numai pentru a € [— E 1], iar ecuatiile tg x = a

Si ctg x = a au solutii pentru orice a€ R.

Cazuri particulare ale ecuatiilor trigonometrice:

1) sinx=1:>x:§+27m,neZ;
2) sinx=0=>x=m,ne Z,

3) sinx:—1:>x=—§+2fm,nez;
4) cosx=1=>x=2m,ne 7,

5) cosx=0:>x=%+7m,neZ;

6) cosx=—l=x=7x+2m,neZ.

Inecuatii trigonometrice simple

1) a) sin x> a,unde|a|<]l ©-1<a<le ae (=L 1)

x € U (arcsin at+2nn; w-arcsin a+27n), ne Z ;
neZ

b) sin x > a,unde ja<l & -1<a<l&e ae (L)1)
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2)

3)

4)

3)

6)

7

8)

Simbolul

X€E UZ [arcsin a+27n; mt-arcsin a+27tn], ne Z ;

ne

a) sinx < a,unde gl & —1<a<le ae (=L

x€ U (-1 — arcsin a+27n; arcsin a+27n), ne Z ;
neZ

b) sinx<a,unde g<l & -1<a<l& ae (L))

x€ U [-1— arcsin a+2nn; arcsin a+2mn], ne Z .

neZ

a) cosx>a,unde |g<l & -l<a<le ae (L]
xe UZ (— arccos a+2nn; arccos a+2nn), ne Z ;
he

b) cosx=a,unde o<l & -1<a<l& ae (-1 ])

x€ U [—arccos a+21n; arccos at2nn), ne Z.
ne

a) cosx<a,unde|a<l & -1<a<l&e ae (-1;])

X€ UZ (arccos a+2mn; 21 — arccos a+27mn), ne Z ;
ne

b) cosx<a,unde |g<l & —I<a<l& ae(-1;])

xe U [arccos a+27n; 21 — arccos at+2nn], ne Z .
neZ

a) tg x>a,undeaerR b) tgx2a,unde ae R
7 V4
xe uz(arctgaﬂm; —2—+7m), ne Z; xe U [arctg a+mn; §+7m), ne Z.
ne ne
a) tg x<a,unde ae R b) tgx<a,unde ae R
Vi1 V4
xe U (——+mnn; arctg atnn), ne Z; x€ U (——+mnn; arctg a+nn], ne Z
neZ D neZ = 7
a) ctg x>a,unde ae R b) clgx=a,unde ae R
xe U (nn, arcctg atnn), ne Z; xe (mtn, arcctg atmn], ne Z ;
ne he
a) cfg x<a,unde ae R b) ctgx<a,unde ae R
Xe uz (arcctg at+mn;n+nn), ne Z ; Xe % [arcctg a+mn;mtnn), ne Z.
ne ne

U semnificd reuniunea intervalelor indicate pentru toate valorile intregi ale lui ».

neZ

Pentru calcularea valorilor functiilor arcsin, arccos, arctg si arcctg se folosesc intervalele
indicate in domeniul de valori al functiilor date:

D

3)

E(arcsin) = {— % ,%} 2 2) E(arccos) = [0; z];
E(arctg) = (—%,g) : 4) E(arcctg) = (0; ir).
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Functii trigonometrice inverse

Definitie: Functiile arcsinus, arccosinus, arctangenta si arccotangenta se numesc
functii trigonometrice inverse.

Tabelul valorilor functiilor trigonometrice inverse arcsinus si arccosinus

IRCH 2 114214

a - , 2 2 1o 2 2 2 |1

T T T T T b4 z

arcsin a _; _; _Z _E 0 E Z ; E
# | ZE | B 2| 2 il z

arccos a T 6 4 3 2 3 4 6 0

Tabelul valorilor functiilor trigonometrice inverse arctangenta si arccotangenta

B V3

a || -1 30|31 |5

| x| _x |z | =

arctg a 3 = 6 0 6 4 3

S5z 3z 2w /2 b1 /1
sigets @ | 6 4 3 2 3 4 6
Graficele functiilor trigonometrice inverse
y = arcsinx y = arccosx
v &

-1oof i
Y= arccosK

y=arctg x
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Conditii de existentd a functiilor trigonometrice inverse:
; : Y/
1) arccsina=a < sina=a, &€ {—5,5} siae [—1; 1];
2) arccosa=a & cosa=a, ae |0 JZ'] siae [-1;1];
T T ;
3) arctg a=a & tga = a,unde 0 € [—E’E] siae R,

4) arcctg a=a < ctga=a,undeae (0;7)si ae R.

FISA DE LUCRU - TRIGONOMETRIE

cos(a—b)=cosa-cosb+sina-sinb,
cos(a+b)=cosa-cosb—sina-sinb, sin 2x =2sinXx-cos X,
sin(a—b) =sina-cosb—cosa-sinb, cos2x = cos® x —sin’ x =2 cos’ x—1=1-2sin* x

sin(a+b) =sina-cosb+cosa-sinb.

sin(180°-x)=sinx sin(90%-x)=cosx  cos(180%-x)=-cosx  cos(90°-x)=sinx sin’x+cos’x=1

- ~ . . 2 - - .
1. Si se demonstreze ci expresia (sin x + cos x)° — 2sin x cos x este constantd pentru orice Vxe R

2. Si se calculeze sin?130° + cos? 50°.

" e 4 . . . . .
3. Séi se calculeze cosx, stiind ca sinx = 7 si cd x este masura unui unghi ascutit.

4., Si se arate ca, pentru orice unghi ascufit Xx, este adevdratd egalitatea
sinx-cos(90° —x)+ cos’ (1800 —x)z 1

5. Sa se calculeze cos® 45° +sin?135°.

6. Si se calculeze sin120°.

7. Si se calculeze sin170° —sin10°.

8. Si se calculeze co0s30° +cos60° +cos120° +cos150°.

9. Si se calculeze sin 60° —cos30°.

10. S& se calculeze (coslSO0 + (:03300)(sin1200 —sin60° )

11. Si se calculeze cos80° +cos100°.
12. S# se verifice c¢d in orice triunghi dreptunghic ABC, de ipotenuzd BC, are loc relatia

sin® B+sin’C=1.

- Sl o 7 SR . y A :
13. Si se calculeze cosx, stiind cd sinx = 5 si cd x este mdsura unui unghi ascutit.
14. . Si se calculeze tg”30° +c1g?45°.

15. Si se calculeze sinusului unghiului A al triunghiului ABC in care AB = 6, BC=10 sisin x = %
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16. Si se calculeze cosx, sin2x si cos2x stiind ci sinx :—‘;E si cd x este mésura unui unghi
ascutit.

17. Si se calculeze cos® 30° +sin”150°.

18. Si se determine probabilitatea ca alegind un element din multimea

A= {sin 30°,sin45°,sin 60° }, acesta si fie un numadr rational.

19. Si se calculeze sin60° -cos150°.

20. S se calculeze sin?120° +cos” 60°.

21. Sa se determine cos(1800 - x), stiind ¢ x este médsura unui unghi ascutit §i cosx = é

22. Si se calculeze sin? 30° +cos® 60°.

23. Stiind cd sin80° —cos80° = a, si se calculeze sin100° +cos100° —a.

24. Si se calculeze sin135° +£g45° —cos45°.

25. Si se calculeze sin®135° +cos® 45°.

26. Stiind ca sin x = %, sd se calculeze sin(1800 ——x).

27. Sa se calculeze cos(180° - x), stiind cd x este mésura unui unghi ascutit $i cos x = %

28. 83 se calculeze 2sin”135°.

FISA DE LUCRU - Teorema sinusurilor si formule pentru aria triunghiului

1. in triunghiul ABC se dau BC = \/E,m(fﬁi) = 30", m(é) = 45°. Si se calculeze lungimea laturii

AB.
In triunghiul ABC se dau BC =4,m (21) =30°. Si se calculeze raza cercului circumscris

triunghiului ABC.

: . . A Bl ol 3 :
Si se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului ABC, stiind ¢ sin4 = R si lungimea

razei cercului circumscris triunghiului este R = 243.
Si se calculeze lungimea laturii BC a triunghiului ABC, stiind cd

m(4)= 90°,m(B)=30°,BC=6.
S se calculeze aria triunghiului ABC stiind ¢ 4B=2,4C= Dl m(ﬁ) =45".
S se calculeze aria triunghiului ABC stiind ci 4B =6, AC = 4,m(,&) =30".

in triunghiul ABC se dau AB=5,4C=12,BC=13. Si se calculeze aria triunghiului ABC si

sin4+sinB+sinC.
Si se calculeze lungimea laturii AC a triunghiului ABC stiind cd

BC =~6,m(0 ABC)=60",m(0 BAC)=45".
Si se calculeze aria triunghiului ABC stiind cd AB=4,AC=6,BC=8 .
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9.

10. Sa se afle solutiile reale ale ecuatiei loga(x+1)=3log»3.

TEST DE EVALUARE

Sa se calculeze I—g : l—i
2 2

Se consideri functia f: R —R, f(x) =3X? — X+4. Si se calculeze f{(-1) f(0).

Sd se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia V25-9x-5=0

Sé se calculeze probabilitatea ca, alegdnd un element n din multimea A={neN /2
n<25}, acesta si fie divizor al lui 100.

in reperul cartezian xOy se considerd punctele A(1,2), B(5,5), C(7,10). Aratati cd
AC=2AB.

< NP 5 . . 9 . . :
Sa se calculeze cosx, stiind ¢ sin x = 3 sicd x este masura unui unghi ascutit.

Determinati pretul initial al unui obiect stiind ca dupa o ieftinire cu 10% acesta costi
315 lei.

Determinati numdrul natural x stiind cd numerele -3, x%, x+4 sunt termenii
consecutive ai unei progresii aritmetice.

Solutia ecuatiei 32! = 27este. ..

11. Si se calculeze sin135° +1g45° —cos45°.

o Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordd 10 puncte din oficiu. Subiectele 8 si 11 au

cdte 9 puncte, restul 8 puncte fiecare.

o Timpul efectiv de lucru este de 50 minute
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TEMA 7
MATRICE. DETERMINANTI

Matrice
Consideram o multime £ < C si m, n € N*. Matrice de tip (m, n) cu elemente din E este
ofunctied: {1,2,..,m} x {1,2,...,n} — E. Spuncm ci matricca A4 are m linii §i n coloane,

&y 4 .. aq

. . - . az a'_z sas a
Daca notam A(j; j) = a, , matricea A poate fi notatd prin (4, ).,z =| k=3 o

1= jn [ sasmasasseazasasssnssnsan

In cazul in care nu existd pericol de confuzie, notim matricea A prin (a,).

Multimea matricelor de tip (mn) cu elementele din multimea £ se noteaza cu. i (E).

0O .matncc ::lc fip (n, n} se numeste .mairice pdtraticd de ordin n si se notcazi (a), sau
(a,), 1ar mulfimea matricelor patratice se noteaza . #(E).

Sistemul ordonat de clemente (a , a,,, ..., a, ) sc numeste diagonala principald
a matricei A, iar sistemul (g, , By, 19 oo a ) sc numeste diagonala secundard).

O matrice de tip (m, n) cu toate clementele egale cu 0 se numeste matrice nuld si
sc noteazd O .

Matricele (a,),42, §1(B,)s,x,, sunt egale dacd a,=b, Yi=1Lm, j=1,n.
1= 1€n I% j&n
Transpusa unei matrice A=(a,) _— cu m linii §i n coloane estc o matrice notati
;:':l_“; T
‘A=(b,), - cun linii §i m coloane, cu b, =a,, Yi=Ln, j=Lm.
j=lm
1 0 - 0
o 0 1 -« 0]
Pentru # € N¥*, definim 7, = €. #(C).
0 oo oo 1

Operatii cu matrice

Suma matricelor A=(a;)<izm $t B =(by)i<izm, din. #  (C), este matricea
i= j=n I=j=n

C=A+B=(c,-j)l,:,-,&-m,cuci=au +5, i=Lm, j=Ln,
[= j=n ’ ’

Produsul dintre numdrul complex k (numit scalar) si matricea A =(a;)z;5, din

bz f4n

-

M, (C) este matricea B =AA =(8;)zicpn, unde b, = A-a,, i=1, m, j=Ln,
' " 1%j%n
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Produsul matricelor A =(a, ) c,em § B =By )z, (in aceastd ordine) este matricea

1% %R sl zp
C=A-B=(c; Jiaiam, U Cy —Za e =y by +ay by tta, by i=lm, j= =lp P.
Lk o =
Pentrud € . #(C)avem A* =A.... A, ke N*, iard°=1.
n N N n
de k or
Determinanfi B
i ; 3 : a -
Determinantul unei matrice de ordin 2, A =(C d]’ este numirul notat
detA=" Blad-pe.
@ @ a)
Determinantul unei matrice de ordin 3, A=| a,, a,, a,,; |, este numirul
G, G a4 & @&, 4y
det A=lay, G, G|= 00y + sy + 85,0y — G5y0y Gy — A3yl =850, .
HJI 333 (133

Fie d = (a’}) o matrice de tip (m; n). Un minor de ordinul r al matricei A este
determinantul matricei pitratice formatd cu elementele lui 4 situate la intersectile a »
linii distincte cu » coloane distincte.

Dacid 4 = (a ;) este o matrice pitraticd de ordinul n, complementul algebric al
elementului a este numirul {(—1) fd unded este minorul obtinut prin eliminarea liniei
isia coloanei j din matricea A.

Dezvoltarea determinantului dupid o linie sau o coloand se face astfel:
1. alegem o linie sau o coloand i inmultim fiecare element al ei cu complementul
sdu algebric;
2. adunim produsele astfel obtinute.

De exemplu, alegind prima linie a unui determinant de ordinul 3, obtinem:

a4y, ;i

2y dy 4y =(“])Hﬂn = +(_]‘)]+2013
., d

5 & dy

Bl (=) a,

31 33

31 2

&y, 4y dg

Sisteme liniare
O ecuatie liniard cu n necunoscute, x,, X,, ..., X_este o ecuatie de forma:
ax,Yax *.tax =, unde By By ausy iy b e L.
{a“x,_ +a,%+.4a,x, =b

: 4 . " @y Xy tanXyttay,x, =b
Forma generald a unui sistem finiar este: ,unde x,, .. x
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sunt necunoscutele sistemului, numerele complexe a,, i =1,m, j= 1, # sunt coeficientii
necunoscutelor i b, b,, ... b_sunt termenii liberi ai sistemului.

Unui sistem liniar 1i asociem matricea sistemului, notati A, formati din coeficientii
necunoscutelor si matricea extinsd a sistemului, notatd A , care se obtine adiugind la

coloanele matricei A4 coloana termenilor liberi:

Gy Gy aln\. a4 &, .. @, b
8 Op = &, - |ay @G .. @&, &
A=y )i em = A=
[-éj::,jn STy wos - wew e
kami am! S amn 1 am‘l dml o am ‘bm

Indicele 7 indici ecuatia sistemului i indicele j indicd necunoscuta la care ne referim.

Un sistem liniar se numeste omogen dacil toti termeniiliberi 5, 4, ..., 5_suntnuli In
caz contrar, sistemul liniar este neomogen.

Un sistem liniar poate fi:
— compatibil determinat, daci are o solutie unici;
— compatibil nedeterminat, daci are o infinitate de solutii;
— incompatibil, dacd nu are solutie.
Pentru un sistem liniar de » ecuatii i # necunoscute, daci determinantul matricei
sistemului este nenul, atunci sistemul este compatibil determinat; in caz contrar, sistemul
poate fi incompatibil sau compatibil nedeterminat.

Metoda lii Cramer

Fie #un sistem liniar cu n ecuatii §i » necunoscute si fie A determinantul matricei
acestui sisten.

Dacd A # 0, notdm cu A, determinantul obtinut din A prin inlocuirea coloanei

corespunzitoare coeficientilor necunoscutei x, cu coloana termenilor liberi, Wi =1,».

Ax, —
Atunci x, =Er‘—, Yi=ln.

Matrice inversabile
O matrice patratici A = (a,), € A (C) se numeste inversabild daci existd matricea

B =(b), € .4(C) astfel incit A - B=8B- A= 1.

Matricea pitratici 4 = (aj_))ﬂ este inversabild daci si numai dac3 detd # 0.

Inversa matricei A estematricea 4 = A*, unde A* se obtine inlocuind fiecare

det 4
element al matricei ‘4 cu complementul siu algebric. A* se numeste adjuncta matricei A.

Ecuafii matriceale
Un sistem liniar poate fi exprimat matriceal astfel: AX — B, unde 4 este matricea
sistemului, X este matricea necunoscutelor {matrice coloand) si B este matricea
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termenilor liberi (matrice coloani). Dacd matricea A este inversabild avem X = A8
solutie unici.

Dacd matricea A€ . #_(C)nu estenul, existd un numar natural 7 < min {m, n} astfel
incét cel putin un minor de ordinul r este nenul, iar toti minorii de ordin mai mare deciit #
{daci existd) sunt nuli. Numirul » se numeste rangul matricei A.

Teorema Kronecker-Capelli.
Un sistem de ecuatii liniare este compatibil dacd §i numai daci rangul matricei
sistemului este egal cu rangul matricei extinse.

Teorema lui Rouché. Un sistem de ecuatii liniare este compatibil daci si numai
dacd toti determinantii caracteristici sunt nuli.

Terminologia si notatiile din teorema lui Rouché se explicd in cele ce urmeaza.

Determinantii caracteristici se considerd in cazul in care rangul sistemului este
mai mic decat numirul de ecuatii.

Din matricea sistemului alegem un minor nenul de ordin » pe care il numim
determinant principal $1 il notim A . Necunoscutele ai céror coeficienti sunt coloane
in A, se numesc necunoscute principale. Celelalte se numesc necunoscute secundare.
Ecuatiile ai céror coeficienti sunt linii in A se numesc ecuatii principale. Celelalte
se numesc ecuatii secundare.

Construim determinantii caracteristici, A_, prin bordarea determinantului principal
A : ,orizontal” cu coeficientii necunoscutelor principale din cite o ecuatie secundard
s1 ,,vertical” cu termenii liberi corespunzitori.

Un sistem liniar se poate rezolva prin mefoda lui Gauss, care constd in aducerea
'3

Oy X+ QaXy +o 0 X, + 0, X, =B

Oy Xy oot Oy X, +0, X, =0,

sistemului la o formi triunghiulard: 1...

»

A AL L . AL
M %%, =B,
In acest caz, solutia sistemului se obtine usor pornind de la ultima ecuatie.
Forma triunghiular3 se obtine aplicind sistemului initial transformdrile:
i) permutarea intre ele a doud ecuatii;
ii) inmultirea unei ecuatii cu un numir nenul;
ii1) adunarea unei ecuatii la o altd ecuatie.
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FISA DE LUCRU — DETERMINANTI

1. Sa se calculeze determinantii
7 5 2 1 1 1

-8 5
A1:‘ siA, =8 6 3|, |ab bc ca
1 1 1
g g 4 18 2 2
c a b
3 =x 1
3x x+12
2. Rezolvati ecuatiile: 4 9 =0 si|-x 1 3(=0
1 3 ~-x

3. Se dau punctele A(7;2), B(5;3), C(3;4) D(3;1). Se cere:

a) S4& se arate cd punctele A, B, C sunt coliniare.

b) Sa se calculeze aria triunghiului ABD.

c) Si se scrie ecuatia dreptei AB.

d)Sa se determine m € R pentru care punctele A(m,m+2) B(m, 3) C(1,3 )sunt coliniare .

x— 3 1

1 o 3), unde x este numar real. Se noteazi

4, Se considerd matricea A= (
A?=A- A

a) Sa se determine x real , stiind ci det(A)=0.
b) Si se verifice egalitatea A2 = (2x-6)A — (x>-6x+8) 12
¢) Si se determine x real, pentru care A= 2A.

FISA DE LUCRU - MATRICE. OPERATII CU MATRICI

e ; _f2 &y o 8 1 ”
1. Se considerd matricele A= (1 0), B—(O ek 1) , unde a este numar real.

a) Pentru a=1, calculati AB+BA.
TN (2 4
b) Aflati a stiind ca BA —( 0 3)_
(1 +x X
x

X 1), unde x este numar real.

2. Se considerd matricele A(x)=

a) Calculati A(1) +A(2) +A(3).
b) Calculati A(0) A(2) A(3).
c) Aflati x, stiind cd A(x) =12

o : (=1 2\ 5 71 m _(0 0 w
3. Se considera matricele A—( 2 1), B—(m i 1) , O (0 O)undemeste numadr real.

a) Calculati detA.
b) Pentru m=-2, arétati cd A + B =0».
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c¢) Determinati numarul real m, pentru care AB = (7 1 6)'

4. Se considerd matricele M(m)= (é 2 _lm

a) Ardtati cd M(1) + M(3) = 2M(2).

b) Demonstrati cd M(m) M(n)= M(m+n-2), pentru orice m $i n numere reale.

¢) Determinati numarul realx, stiind ci M(x) M(x) =M(x* -1).

5. Se considerd matricele A= (_35 _12), B=(__25 _13) , b= ((1) (1))

a) Calculati det A.
b) Aratati cd 2AB —-BA + L.
c) Aflati x, numdr real , pentru care AA —xA = I».

AG nr.438/SGL/RII din 01.10.2018

), unde m este numar real.

1 2 4
6. Se considerd matriceaA=|0 1 3|.
0 0 1

a) Calculati detA.
b) Arétati cd (A-I3) (A-I3) (A-I3)=0s.
0
¢) Rezolvati ecuatia matriciala AX =1
2

TEST DE EVALUARE

1. Sedau punctele A(7;2), B(5;3), C(3:4) D(3;1). Se cere:

a) S4i se arate cd punctele A, B, C sunt coliniare.
b) Sa se calculeze aria triunghiului ABD.
¢) 84 se scrie ecuatia dreptei AB.

g

2. Se considerd matricele A(x)= (1 : * 5 1), unde x este numar real.
d) Calculati A(1) +A(2) +A(3).
e) Calculati A(0) A(2) A(3).
f) Aflati x, stiind cd A(x) =12
e . (3 1 (2 18 (1 0
3. Se considerd matricele A= (_5 _2), B_(—S _3) s = (0 1).

a) Calculati det A.
b) Aritati ci 2AB —BA + L.
c) Aflati x, numér real , pentru care AA —xA =1,

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordd 10 puncte din oficiu.
o Subiectele 1, 2 si 3 au cdte 30 puncte.

o Timpul efectiv de lucru este de 50 minute
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TEMA 8
LEGI DE COMPOZITIE

Def 1. Fie M o multime. Operatia #: M X M — M se numeste lege de compozitie interna pe M (
adica daca compunem x si y, 2 elemente din M, x * y este tot din M).

Def 2. Legea * este bine definita, daca V x, ye M , x * ye M

Def3. O lege * se numeste asociativa, daca V x, y,zeM, (x * y) * z=x *(y * z) ( de exemplu,
daca vrem sa calculam 2-3-5 , putem face inmultirea in mai multe moduri : a) mai intai, calculez
2:3 , 6 si apoi inmultesc cu 5 = 30 b) pot inmulti mai intai, 3-5 , 15 si apoi inmultesc si cu 2, = 30
rezultatul e acelasi si nu are importanta ce inmultire fac prima. Aceasta proprietate se numeste
asociativitate).

Def 4. O lege * se numeste comutativa, daca V x, ye M , x * y =y * x ( de exemplu, 2-3 =3-
2, adica nu conteaza ordinea in care scriem termenii, rezultatul e acelasi)

Def 5. Fie e un element din multimea M. e se numeste element neutru al legii * , daca V xe M
, atunci x *e = e* x = x ( de exemplu, la inmultire, x -1=1- x =x , adica 1 este elementul neutru la
inmultire).

Def 6. Fie x " un element din M. x * se numeste inversul lui x fata de legea * , dacax *x"=x
s x = e ( de exemplu, inversul lui 5 fata de inmultire,este 5151=—;1515-=, 1 fiind elementul
neutru).
Exercitii. 1) Fle M =(2, + «). Pe M definim legea x*y=x-y-2-x-2-y+6.
Venficati :
a) Asociativitatea :
b) Comufativitatea.
c) Determinati elementol nentri
d) Determinati inversul Iui x
e} Verificati daca legea e bine definita

a) Trebnie sa verificam daca W x y.zelM, (x*)y)*z=x2()*I)
{x*}) *z = mai intai, facem compunerea numerelor din paranteza ( intat inmmltim cele 2 numere, apoi
scadem 2 - primul . scadem 2 - af doilea si adunam 6.

={x-y—2-x—2-¥+6)* - = acom prinm] sumar inseanma toata paranteza, al doilea z

=(x-y—2-x-2-y+6)z-2-(x-y—2-x-2-y+6)—-2-2+6
= Xyz-2%xz-2yz+6z-2xyHixtdy-12-2z+6
Calculam si cel de al dotlea termen , x*{)*2)
x*{v*z) = x*(y-z—2-y—2--+06) am facut operatia din paranteza
acum prinml numar este x, al dodlea toata paranteza
= x-{p-z-2-y-2-246)-2.x-2- (y-z—-2-y-2-z2+6)+6

= xyz-2xy-2%xzH0x-2x-2yz-4y+dz-1246 .
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Observam ca am obtinut acelasi lucru,deci legea este asociativa.
b) trebuie sa verificamdaca ¥ x,veM , x» p=y*a
x¥y=yex
x-y-2-x-2-y+6=3-x-2-y-2-x+6, deci am obtimut acelasi lucry, decarece x-yp = y-x.
c) e este elem neutrn, daca ¥ x €M ,atuoci x*e=e*x=1x.
X¥e=x
x-e—2-x—2.e+6 =x; dam pe ¢ factor conmn pe ceilalti ii trec dupa egal, cu semn schimbat

Ix—-06

A

e (x-2)=x+2-x—6,dect e~ =3.3 € M=(2, + «)deci 3 este elem neutru.

d) xs'=x'sx=¢
xex'=3

x-x—2-x-2-x+6=3 ;dampe x’ factor comun,

2y
X (x-2)=3-6+2-x = x'= = _‘3 . Mai trebuie verificat daca x" € M =(2.+00), deci daca e mai mare
B o
cal
h_j" »2 & 2x—3>2x—4, ceea ce este adevarat. Deci, inversul lui x este x'= 2x—3 . Daca vrem sa
x-2 x-2

¥ g
calcnlam inversul Ini 5, este : =———=—
5-2 3

e) Legea este bine definite, dacapentru xeM. yeM s x2yeM.

x*y=x-y—2-x—2-y+6 =dam factor pe x_ intre primii 2. intre ultimii 2. pe -2. vreau sa obtin paranteza
(y-2) de 2 ori, sa mai pot da factor comun.

=x-(y-23-2-(y-2)+2 = x-D(y-2)+2

Comx>2, Y2, avemcax-2>0siy-2 0, deci (x—2)(y—2)+250+2, > 2, adica
xoy>2 deci x*yeM
Ex 2. Fie M=(3.+x). Pe M, definim legea x*y=x-y-3-x—3-y+12.

a) Verificati daca x*y =(x—3)(3 —3)}+3

b) Rezolvati ecvatia x*4=35

¢) Rezolvati ecnatia x*3=3

d) Calculati 132+324+x_____ +#100=

e) Demcnstrati ca x*i*x.,-.*x= {x—S}" +3

fy Rezolvati ecnatia x*x*x*x=19
de 4 on
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a) Trebuie aratatca x-y—3-x—3- ¥ +12=(x -3} v—3)+3 ; desfacem parantezele
(x=-3y=-3+3=x-y=-3-x=-3-y+9+3=x-y-3-x-3-y+12
b) x*4=5 = x-4-3.x-3-4+12=5 2 4x-3x-12+12=5=>x=5

) x*3={x—3)(3-3)+3 = 3. (am aplicat fornmla echivalenfa de la punctul a} ; pentru a-mi vsura
calculele ; nu e gresit sa se aplice si fornmla data la inceputul exerc)

Deci, x#3=3 < 3-3  adica ecuatia este adevarata Wx € M ( asta inseamna ca orice numar, compus cu
3, se cbtine rezultatul 3)

dyle2#3+4»______ +100=3, folosind punctul ¢) unde am aratat ca orice numar, compus cu 3, este 3.

€) x#x+x._.*x=(x-3F+3 Aceastase demonstreaza prin inductie matematica . Aceasta are 2 etape :

d moont

I Etapa verificanii venficam relatia pentra n=2

oy = (x —3:11 + 3, relatie adevarata ( ridicam la patrat si obtinem x*y=x-y-3-x-3-y+12)
II. Etapa demonstratiel Presupun fornmila adevarata pentru "n’ si demonstrez pentrua 'n+1” _ adica mai
compun odata sa vad daca se pastreaza formmla.

Deci, presupunca x*x#x.*x= (x-3f +3

de oD

Viean sa aratca x*x*x... *#x=(x—31" +3
al

v Bl oo

xrx*x. *x=(x*xex_*tx)e x={(x—-3r +3)*x

dv A=l e di n o0

aplic legea de la punctul a) , adica scad 3 1a privml mumar | scad 3 la al doilea nnmar. le innmitesc si apoi
adua3 — = ((x—3F +3-3)(x-3)+3

=(x—-3)(x-3)+3=(x—3/" +3, ce vroiam sa demonstram

f) x*x*x*x=19_ Aplic formmla de la e) si xjx*x*.r=(x—3)” +3
(O I

de 4 o
deci avem ecuatia (x—31* +3=19. Scadem 3, (x—3)' =16. Aplic radical,
(x-3F =44

- Ecuatia {x—3F =—4m are solutii reale.

- Feuatia {(x—3F =4 : aplic far radical = x—3=12 decizx=35si1
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FISA DE LUCRU 1 - LEGI DE COMPOZITIE

1. Pemultimea R se defineste legea de compozitie asociativd x * y = 2xy — 2x — 2y +3
a) Ardtaticix *y=2(x-1)(y—1)+ 1, pentru oricex, ye R
b) Gasiti elementrul netru al legii de compozitie
¢) Determinati x € Z , astfel incit x *x *x * x =129

2. Pemultimea R se defineste legea de compozitie x * y = xy — 2(x +y) +6.

a) Sd se verificecax * y=(x-2)(y—2) + 2, pentruorice X, ye R

b) S& se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia x * x * x = x

3. Pemulfimea R se defineste legea de compozitie x * y = (x -3)(y-3)+ 3.
a) Si se demonstreze cd legea de compozitie este asociativa
b) S& se determine elementul neutru al legii de compozitie
c) Sa se determine multimea elementelor simetrizabile ale lui R in raport cu legea de

compozitie
4. Pemultimea R se defineste legea de compozitie asociativi x * y=xy—x —y +2
a)Aratati cix *y=(x-1)(y~-1) + 1, pentru orice x, y e R

b)Calculafi 1 * 1 * 2 *3

c)Determinati numerele reale a, stiind cd a * a * 2016 = 2016.

5. Pemulfimea R se defineste legea de compozitie asociativd x * y =xy +2x +2 y +2
a)Aratai ca x * y=(x +2)(y +2) - 2, pentru orice X, ye R

b) Calculati (- 2015) *(- 2) * 0 * 2*2015
ic) Determinati numerele natural n, stiind ca numérul n * (-n) este natural.

6. Pemultimea R se defineste legea de compozitie asociativd x * y = xy +4x +4 y +12
a)Aratatica 0 * (-4)=-4

b) Ardtati cd x * y = ( x +4)(y +4) - 4, pentru orice X, ye R

¢) Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia x * x =12
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FISA DE LUCRU 2 - LEGI DE COMPOZITIE

1.Pe Z definim operatia x * y = x + y + 5. Calculati
a)2#*(=7)
b) Determinati x stiind caa x *x *x = 15
2. Verificati dacd legea de compozitie x e y = xy + x + y este comutativa.

3.Calculati:

a) f_llx(Zx —1)%dx.

1 1
b) [y = dx.

©) ff (3w/x_2 — % + Zx\/E) dx.
4. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x oy = xy + 4x + 4y + 12.
a)Ardtaticixey = (x +4)(y +4) —4,Vx,y €R.
b) Determinati elementul neutru al legii " o ”.
c¢) Determinati elementele simetrizabile al legii " o ”.
d)Precizati daca (R, o) formeaza o structura de grup.
e)Calculati (—2019) o (—2018) o ............0 2018 = 2019
5. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitiex *y = x +y + 3.
a) Si se arate cd legea este asociativa.

b) Determinati numirul real x pentru care x? * (x + 1) = 6.

2x—1; %zl

6. Se considerd functia f:R - R, f(x) = {xz +x—1 x<1

a) S& se arate cd functia f admite primitive pe R.

b) Pentru x = 1, si se determine primitiva F: (0; o) — R a functiei f, care verificd
F(1) =5.

7. Se considerd functiile f, F: (0;0) - R, f(x) = 3x% + 1 +§ SiF(x) =x3+x+Inx -2
a) Aritati cd functia F este o primitiva a functiei f.

b) Calculati [ 12 ( flx) — i) dx.
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8. Se considerd polinomul f = X* + X? —3X =2

a. Calculati f (0),

b. Determinati ctul §i restul impartirii qpolinomului 7 la X% -4
Aritati céd (r1 = x2)* + (22 —23)" + (23 — 71 )? =20 stiind cd T1, -T2 gi T3 sunt
radacinile lui f.

R e -3 -2 _ gy D
9.In R[‘X] se considerd polinomul f=X"+3X"=3X — L. curidicinile 1.12,3.

a. Ardtati cd polinomul [ se divide cu X — 1.
3 4 .2 oD
b. Caleulati 1 + %2 T ¥3
c. Verificati dacd (2 — 1)(2 —x2}(2 —w3) = 13.

o e e e : PR ST ST
10. Se considerd T1- L2 i T3 ridicinile complexe ale polinomului f = X"~ A" +mX —m
unde i este un numar real.

a. Ardtati ci [ este divizibil cu X — 1, pentru orice numdr real 72 .
2

B oyl wl
b. Determinati numirul real /n pentru care 11 7~ 2 7 13 = 11

o -3 40 y
11. Se considerd polinomul f = X* —mX —2 ynde /i este numdr real.

a. Aritatica f(0) =2

b. Determinati numdérul real m, stiind ci restul impdrtirii lui [la
polinomul § = X:z T *\ -2 este egal cu 0.

c. Demonstrati c3 xi + fé + 'é = "5, })entru orice numir real 71, unde -¥'1
, T2 si '3 sunt rddacinile polinomului J .

12. Se considerd polinomul f = X% +5x*+ X +5

a. Aritati cif (—=3)=0,

b. Determinati catul si restul impértirii polinon;}llui [ 1a polinomul X? 4+ 6X 45,
Iy I ' 2

c. Demonstrati ca T1¥2  [r1r3 243 2 unde L1, £2 i3 sunt rddécinile
polinomului f.

3 -2 10
A=1; 3) . 2=\o1
13. Se considerd matricele ? T § .

a. Ardtati cidet A =1,

(0 O)
- : %2={0 o
b. Aratati cd A A= f2 =02z unde :

c. Demonstrati ci det{-A — alz) > 1 pentru orice numir real a.
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TEMA 9
LIMITE DE FUNCTII. CONTINUITATE. ASIMPTOTE

9.1. Limite de functii

Cazuri exceptate si neexceptate la operatii cu limite de functii
I In calculul limitelor de functii se intdlnesc urmitoarele cazuri exceptate sau forme

nedeterminate, care se mai numesc si nedeterminiri si se scriu simbolic astfel:

3 0
;oo—oo; —; 175 0% 0 00; 00",

oo
>
o0

II. In calculul limitelor de functii se intdlnesc urmatoarele cazuri neexceptate, care nu cer
eliminarea nedetermindrilor, dar se calculeaza direct (nemijlocit).

* Cazurile neexceptate se scriu simbolic astfel:

n L =o; 2 -4 —0,VacR"; %) PR ) = oss
+ oo + oo 0-0 0+0

5) L= oo 6) —% = sgn(a)- (—o), Vae R';
0 0-0

N 5o =5en(@): (+), Ve R'; 8) co+o0=oo; 9) oo™ = oo

10) =205 11) (@E=) = ()" (49); 12) —eo t (-00) = o0 —o0 = —oo;

13) a-(feo) =sgn(a)-(e=); 14) a+ o =t ,unde a € R", (a este un numdr real marginit);
15) 07 =0;  16) (+e0) - (+00) = (—o0) - (—o0) = +oo; 17) (to0)  (—o0) = (—0)  (+e0) = =oo

+ oo
18) = =sgn(a) - (=), Vae R*; 19) o® =40, daci @ >0; 20) =0, daci @ <0.
a

III. Limite laterale ale functiei f:D — R, y = f(x):

1) Limita de stdnga a functiei f in punctul este numarul /_:

L (50) = (% —0) = lim f(x)=lim f(x) =1,

x<xg

2) Limita de dreapta a functiei f in punctul este numérul /, :

LG0) = [ +0) = lim f(0)= lim /() =1,

x>xp
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Definitia : Numerele reale [,(x,) = f(x,+0)=lim f(x) si [ (x,) = f(x, —0) = lim f(x) se

x>X x<x

numesc limite laterale ale functiei f:D — R,D c R in punctul x, € R.

Teorema 2a (Conditia necesard si suficientd de existentd a limitei functiei intr-un punct ):
Fie DcR,x;e R, f:D— R,D cC R si x,un punct de acumulare pentru multimile

DnN(x,;+o0) si DN(—o0; x,). Au loc urmaétoarele proprietati:

1. Dacé functia f* are limitd in punctul x,, atunci ea are limite laterale egale in punctul

x, siau loc egalitdtile lim f(x)= f(x, —0)= f(x, +0)

2. Dacd functia f are limite laterale egale in punctul x,, adicd f(x,—0) = f(x, +0),
atunci functia f are limitd in punctul x, si au loc egalitatile lim f(x) = f(x, —0) = f(x, +0).
xX—x

Teorema 2b (criteriul de existentd a limitei functiei intr-un punct ):
Functia f:D — R,D c R are limitd in punctul de acumulare x, € R al multimii D daci si

numai daci ea are limite laterale egale in punctul x,.

* Conform teoremelor 2a si 2b:

1) Dacd /,(x,)=1,(x;), atunci 3lim f(x) si lim f(x)=1(x,)=1,(x,);

2) Dacd f(x,—0)= f(x,+0),atunci Jlim f(x) si are loc egalitatea
X=Xy
lim f(x) = /(= 0) = £ (%, +0);

3) Daci existd limitele laterale si ele sunt egale, adicd / (x,) =/, (x,) =/, atunci exista

limita functiei f in punctul x, si lim f(x)=/.
x—3xy

9.2. Limite remarcabile si fundamentale de functii reale

I Limite remarcabile de functii reale:

1) lim 322 1, ) imE-1 ) EmEE_1 9 lim

X=X, X X=Xy X X=Xy X X=Xy X

arcigx 1

1
5) im(l+1)* = 6) Em@+) =e 7 lim(l+x)* =e
X X—y—oo x X

x—300

Numadrul e=2,718281828459045268... este un numar irational numit numdrul lui Euler .

X

8) lim —Ina, Va>0: 9) lim&—1=1;

x—0 X =0 x

a® -1
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. log (1+ 1
10) 1m0 D _ 1 o0 ax1; 1) 1m 2D
x—=0 x lna x>0 x
a——
12) lngm=o:,\fae]€; 13) lingln——lv eN'
x> x x=
x>0
14) limx" lnx=0,Vne N*;
&0
* 10, pentru O0<a<l,aeR .
15) limZT ={" 7 VneN':
o a + oo, pentru a>1,ae R
16) limZ =+, Vne N*; 17) lim>—=+w,Vare R;
X—)Dﬂx X—)Oﬂ
_ l—cosx 1.
18) limx* =1; 19) lim———=—;
;:60 x—=0 X 2
. l—coskx Kk’
20) lim =52 21) lim— o =2
=0 x x40 x 2
Dacid x — 0, atunci:
1) sinx — x; arcsinx —» x; Ilgx—Xx; arclgx —>x,

2) sinkx — kx; arcsinkx — kx; tg kx — kx; arctg kx — kx.

S _ )y im T g o) im B 21 d)lim
x=0 fx =0 fox x—0

arctghx 1

3) a) ling

a) Pentru demonstrarea limitelor remarcabile 1) si 2) se aplicd dubla inegalitate:

Vs VA
,unde ——< x<—.
2 2

b) In caz general au loc urmitoarele formule pentru limite uzuale:

1) lim(1 +;)g(") =e¢,dacd limg(x)=-oo;

== g(x)

Ko

2) lim(1 +L)g‘x’ =e¢,daci lim g(x)=oco;
g(x) AT

1

3) 1irr01(1 +g(x))2® = e, daci lin;)Lg(x) =i

ag(x) -1
4) lim———=1Ina, Va>0si limg(x)=0;
x—0 g(x) x—0
eg(x) -
5) lim =1,dacd limg(x)=0;
x—0 g(x) x—0
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. log,(1+g(x)) 1
lim =

6 , Va>0,a#1 si limg(x)=0;
) x—=0 g(x) Ina 4 a o0 g( )
7) hmm = 1, daca hmg(x) =0 ;
x—0 g(x) x—0
8) fim 8D =1 _ o,VaeR silimg(x)=0;
x=0 g(x) x—0
9) 1im328™ 1 daci limg(x)=0;
x—0 g(_x) x—0
10y 52 B 0D g e Timwlay=D:
x—0 g(x) x—0

11) lim 88X

=1,dacd limg(x)=0;
X=Xy g(x) x—0

12) 1im 27</8 £)
x—0 g(x)

=1, dacd lingg(x) ={),
II. Limite fundamentale de functii reale

Observatie: Pentru functiile elementare f: D — R,D C R existd limita lor in punctul

x, € Dsi ea este egald cu valoarea functiei in acest punct: lim f(x) = f(x,).
I‘)XO

Metode de calculare a limitei functiei:
I. Se aplica definitia limitei functiei;
II. Se aplicd criteriile de existentd ale limitei functiei;
II1. Se aplicéd formulele 1)-18) de mai sus;
IV. Se aplica regulile lui L’Hospital;

V. Se aplicé limite fundamentale de functii reale de mai jos.

Limite neexceptate ale unor functii elementare

0, pentru |q| <1
1 =]
1) limg* ={ " pentrt =1 unde ge R.
ks oo, pentru g >1

nu exista, pentru q < -1

2)Dacd x,€ R§i P,(x)=a,x" +a, x"" +..+a,x’ +ax+a, si

m=l1

0,(x)=b,x* +b,_,x"" + ...+ b,x* + bx + b, sunt doud polinoame cu coeficienti reali, atunci:
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3)

4)

5)

6)

a) lim B, (x) = }i_{%(amx'” +a, x"+..+ax’ +ax+ay)=P,(x);
o _

b) lim Q, (x) = lim (b, x* + b, x"" +..45,x* +bx+b,) = 0, (x,) ;

lim P, (x)
C) 11 Pm(x) _ xox _ ‘Pm(x(])

0@ mo,m gy U AT

d) lirp P, (x)= liIEl (a,x")=a, (*o) =sgn(a,) (F==);

(0, pentrum<k

am
> (x) .. ax" b—,pentrum=k

= lim ——_—= < b,
X—d+oo Qk (x) X0 bkx

+oo, pentrum>ksia, b, >0

(=0, pentrum>ksia, b, <0

(0, pentrum<k

a
> (%) i @ x™ —=, pentrum=k
— — k

—oo, pentrum>ksia, b, >0

|+oo, pentrum>ksia,-b, <0

) A 1 . 1|
a) ll—rﬁ}xﬁﬂﬂ =—c0; b) lxgrulw—%o, c) xll)ririw—(),v;ze N;
x<0 x>0
. o1 .
d) lim——=+eo; e) lim——=0,Vne N".
x—>0x L x-—)ioox R
a) lim ¢*= 0, daca a>1; b) lim a* =+, dacd a>1;
X——so e

¢) lima*=0,daca0<a<1; d) lima® =+e,daci0<a<]l;

X—ytoo x—3—oo

a) lim log, x = +oo, dacd a>1si a€ R,
X—34eo
b) lirrollogax=~oc,dacé a>lsi ae R;
)
¢) limlog, x=—o0,dacd0<a<1si aeR;
X—3too
d) limlog, x =+eo,daci0<a<1gi a€R.
0
a) limlnx=Inx,, Vx,>0; b) limlnx=+e; c) linglnx=—oo.

X33, X—y+eo
x>0
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7) a) limlgx =lgx,, VX, >0; b) limIgx=+ee; ©) linglgxz—oo.
0 X—3+oo ;;3

/A i g
8) a) limtgxztgxo,‘v’x¢-5+m,nez; b) 1117}1 1g x=+4c0; ) hin 1g x =—o0,

X% x——-0 x—=—+0
2 2

9) a) limetg x=ctg x,, Vx#mne Z; b) limcfgx=+ee; ¢) lim clgx=—oo.

XXy x—0+0 x—m-0
10)  a) lim arctg x = arctg x,,Vx, € R; b) lim arctg x=—; c) limarctg x=——.
X=X X—3+4eo 2 X—y—oco 2
11)  a) lim arcctg x = arcctg x,,Vx, € R; b) limarccigx=0; c) limarcctgx=1r.
X—>+o0 X—y—o0

x—+Xg

Pentru determinarea si retinerea limitelor functiilor din punctele 3) — 11) se aplicd reprezentdrile
grafice (graficele) ale functiilor respective.

9.3. Functii continue
Definitie Fie f : D — Rsi x, € Dpunct de acumulare pentra D
f este continui in x, € D daca lim f(x) = f(x; )

Daci f nu este continui in x, €D ea se numeste discontinui in x, iar X, se numesfe

punct de discontinuitate.
Definitii:Un punct de discontinuitate x, € Deste punct de discontinuitate de prima spetd

pentru £ daci limitele laterale ale functiei f in punctul x, existi s1 sunt finite.
Un punct de discontinuitate x, € Deste punct de discontinuitate de speta a doua dacd nu
este de prima spetd.(cel putin una din limitele laterale ale functiei fin punctul x, nu este

finiti sau nu existd)
Teoremi: Fie f :D — Rsi x, € Dpunct de acunmlare pentru D= f continud in x,

1 (x) =1,;(x)=1x,)

Teoremi Functiile elementare sunt continue pe domeniile maxime de definifie.
Operatii cu functii continue

Teoremi Fie fg'D— R continue pe D

=>ftg g, g(g =0}, ﬂ,max{ [, &), min( f, g)sunt functi continue pe D.

Compunerea a doud functii continue este o functie continué.
Teoremi: Fie £a,b] &R o functie continui ai. f(a)f(b)<0 = = ¢ € (a.b) pentru care
f(c)=0.

9.4. Asimptote
Fie DcR, f:D—>R,ae D"
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Definitie: Functia f: D — R are dreapta y=Db asimptotd orizontald la — - dacd
D D (—eo,b),be R

si lim f(x)=>5,respectiv, functia f:D — R are dreapta y = a asimptota orizontald la + o daci
D> (a,e),ae Rsi lim f(x)=a.

Definitie: Functia f: D — R are dreapta x =a asimptotd verticald dacd cel putin una dintre

limitelelim f(x) si lim f(x) existd si este infinita.
X—=a X—=a

x<a x>a

Definitie:
Dreapta y = mx + n este asimptota oblicd la ramura spre — oo a functiei

f:D—R,D>(—0,b),be R,

dacd lim[f(x) —mx—n]=0, respectiv,

dreapta y =m’x + n’ este asimptotd oblicé la ramura spre + « a functiei

f:D—=R,D>(a+),ac R,

daca lim[f(x)—m'x —n']=0,
unde: m= lim /=) ;n=lim[ f(x) — mx],iar
X——o0 x X—y—oco
m'= lim J(x) ,u'= lim[ f(x) — m'x].
X—r+o0 X X—r+oo

O functie nu poate avea simultan asimptote orizontale si asimptote oblice spre—ee, sau spre
+oo

I.  Asimptota orizontala.
Dacd ;1_1;1;10 f(x) = @ atunci dreapta y= a este asimptotd orizontald la + oo,
Dacd xEer f(x) = a atunci dreapta y= a este asimptotd orizontali la - oo,
II.  Asimptota oblica.
La + oo este dreapta y= mx+n unde m=;i_{130 f(x)- i

n=lim f(x) —mx
xX—00

La - oo este dreapta y= mx+n unde m= lim f(x) - %
X——00
n= lim f(x) —mx
X——00

III.  Asimptota verticala.
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Dacd lim f (x) = +oo atunci dreapta x= a este asimptotd verticald la dreapta.

x>
Daca lim f(x) = +oo atunci dreapta x= a este asimptotd verticald la stinga.

x<a
Exemple:
P L ;
£:R\{-1, 0 1} —> R
5+
s— Lx=10
! i — x+1
: fx)=1 *,
2= *I';"O
2 | x-1
: y=2
y=1
-3 ~F Ly - * - L] L] s L bl mn %
]
]
x=-1 = x=1

iR R

f(x) =\x - 3x°

FISA DE LUCRU
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x+1
x—4

1) Determinati asimptota orizontald la + oo a functiei f:R-{4}—R, f(x)=

x+8
x—1"
x+1
x2+2

2) Determinati asimptota orizontald a functiei f:R-{1}—R, f(x)=

3) Determinati asimptota orizontald la + co a functiei fR—R, f(x)=

G i . o .. x2+6x+1
4) Determinati asimptota orizontald a functiei LR—R, f(x):w

T . o £s 1
5) Determinati asimptota orizontald a functiei f:(0, + 00)—>R, f(x)= r;x.

x+5

eX+1’

6) Determinati asimptota orizontald a functiei R—R, f(x)

A : o s *42%-5
7) Determinati asimptota orizontald a functiei fR—R, f(x):—:%-.

, i, s . - . . 1
8) Determinati asimptota orizontald a functiei £:(0, + c0)—R, f(x)ﬁ.

x2+4

9) Determinati asimptota oblicd la + oo a functiei f: R-{1}—R, f(x)= =i

_x%47
x-3

10) Determinati asimptota oblicd la + oo a functiei f: R-{3}—R, {(x)

11) Determinati asimptota oblicd a functiei f: R-{4}—R, )= 22t :E’;*“"

24—
12) Determinati asimptota oblici la + oo a functiei f: R-{2}—R, f(x)ﬁz}’;—z
13) Determinati asimptota oblicd la - oo a functiei f: R—R, f(x)=e* +2x+1.

14) Determinati asimptota verticala a functiei f:R-{1}—R, f(x):;i—l.

15) Determinati asimptota verticald a functiei f.R-{4}—R, f(x)—f_xx.
_3+x
~
_x+3
x-1'

16) Determinati asimptota verticald a functiei f:R-{0}—R, f(x)

17) Determinati asimptota verticald a functiei f:R-{1}—R, f(x)
18) Determinati asimptota verticald a functiei f:(0, + 00)—R, fx)=x2-2Inx.

19) Determinati asimptota verticald a functiei f:(0, + 00)—R, f(x)=2x2+7In x.

TEMA 10

52



Proiectul privind Invatimantul Secundar (ROSE) Schema de Granturi pentru Licee
Beneficiar: Liceul Tehnologic de Transporturi si Constructii Iasi
Titlul subproiectului: Prin educatie si prosocializare ne construim cariera AG nr.438/SGL/RII din 01.10.2018

DERIVABILITATE. ROLUL DERIVATELOR N STUDIUL F UNCTIILOR

Rolul derivatei intii in studiul functiilor

- intervine in stabilirea intervalelor de monotonie ale unei functii derivabile §i a punctelor
de extrem.

Un rol important in studiul functiilor cu ajutorul derivatelor il are teorema lui Lagrange:

e Fie f:[a,b] = R. Daci f este continui pe [a,b] si derivabild pe (a,b) atunci existi
¢ € (a, b) astfel incét

f)-f(@) __ o
“ba T

Reamintim:

o f:1 = R este monoton descrescdtoare pe I daci ¥x,,x; € [,x; < x, =>

flxy) 2 fxz)

o f:I = R este monoton crescdtoare pe I daci ¥x1,%; € 1, x; <2, => f(x) < f(x,).

Teorema lui Lagrange are urmiitoarea consecinti, ufili pentru determinarea intervalelor de
monotonie ale unei functii:

e Fie f:1 = R o functie derivabili pe I. Atunci

1) functia este monoton descrescitoare pe [ daci si numai daci f'(x) < 0,vx € [
2) functia este monoton crescitoare pe [ dac# si numai daci f'(x) > 0,¥x € 1.

Observatii

a) dacd f este derivabild pe [ 5i f'(x) < 0,V¥x € I, respectiv f'(x) > 0,Vx € [, atunci f
este strict descrescitoare pe [, respectiv sctict crescitoare.

b) Etapele stabilirii intervalelor de monotonie ale unei functii f:/ — R sunt urméitoarele:

- se calculeazi f'(x)

- serezolvi ecuafia f'(x) = 0

- se stabileste semnul functiei f’ pe intervalele pe care nu se anuleazi

- se stabilesc intervalele de monotonie in functie de semnul derivatei cu ajutorul tabelului

de variatie al functiei.
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Puncte de extrem

Reamintim:

o Daci f:] — R, xy € | este punct de minim relativ (local) daca existi o vecinitate V a Iui
x, astfel incédt, Vx € V n 1, avem f(x) = f(x,)-

e Daci fi:] = R, x, € I este punct de maxim relativ (local) daci existd o vecinitate V a lui
xp astfel incht, Vx € V n ], avem f(x) < f(xg)-

o Punctele de mimim sau maxim relativ ale unei functii se numesc puncte de extrem reiativ
ale functiei.

e Valorile functiei in punctele de extrem se numesc extremele functiei.

Un rol important in determinarea punctelor de extrem ale unei functi il are teorema lui Fermat:

e Fie f:[a,b] » R o functie derivabili. Daci x; € (a,b) este punct de extrem, atunci
f(x) = 0 (in punctele de extrem din interiorul intervalului derivata se anuleazi).

Observatii

a) Reciproca acestei teoreme nu este o propozitie adevirati. Dacd f'(x,) = 0,%, € (a,b)
nu rezultd ci x; este punct de extrem.

b) Rezultd din aceasti teoremi ci punctele de extrem ale unei functii derivabile se gisesc
printre ridécinile derivatei.

c) Daci f:1 = R, derivabili, i xy se afli in interiorul intervalului I cu f'(xy} = 0, atunci:

- dacid in stdnga lui X, derivata este negativi, 1ar In dreapta pozitivi, punctul x, este punct
de minim;

- daci in stinga lui x; derivata este pozitivi, iar in dreapta negativi, punctul x, este punct
de maxim.

d) Studiul monotoniei functiei 51 gisirea extremelor folosesc la stabilirea unor inegalititi.

e) Pentru o mai mare usurinti a studiului vom alcifmi in majontatea cazurilor tabelul de
vanatie al functiel.
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Rolul derivatei a doua in studiul functiilor

e determinarea intervalelor de convexitate si de concavitate
e determinarea punctelor de inflexiune

1. f:[a,p] =R si
1. f continui pe [a, b}
2. f este de doua ori derivabila pe (a, b)
atunci
a) f"(x) = 0,vx € (a,b) & f convexa pe [a, b]
b) f(x) = 0,vx € (a,b) & f concavi pe [a,b]

Etape pentru determinarea intervalelor de convexitate si de concavitate
Etapa L. Calculam f" pe domeniul de derivabilitate.
Etapa II. Rezolvam ecuatia f” (x) = 0 pe domeniul de derivabilitate.
Etapa IIl. Determindm semnul functiei f*’ pe intervalele pe care nu se anuleazi.
Utiliziam proprietatea functiilor continue de a pastra semn constant pe intervalele
pe care nu se anuleaza.
Etapa IV. Stabilim intervalele de convexitate si de concavitate ale functiei f.

2. fiIcR- R f estederivabild pe ! six, € ! (interior I) punct de continuitate. Daca
a) f este de doua ori derivabila intr-o vecinatate V a lui x4
b) existid punctele a, b € V astfel incat x, € (a,b)
€) f"(xp) =0
d) f"(x) <0,vx € (a,xg), f"(x) > 0,Vx € (xp,b) sauinvers
atunci x, este punct de inflexiune al functiei f.

De retinut:
a) Pentru a studia monotonia unei functii si a-1 determina punctele de extrem, trebuie sa

parcurgem urmatoarele etape:

Determindm domeniul maxim de definitie.

Calculidm [ ! st determindm domeniul de definitie al functiei derivata.
Afldm punctele critice, adici determindm solutiile ecuatiei flle) =0,
Studiem semnul derivatei.

Intocmim tabelul de variatie.

Db b

Tabelul de variatie este tabelul in care introducem datele obtinute in urma parcurgerii
etapelor descrise mai sus. Pe prima linie a tabelului se trec solutiile ecuatiei filx) = 0, dar si
capetele domeniului de definifie al functiei. Dacd functia este definitd pe dreapta reald (R), in
tabel vom trece —2C si —oX la marginile primei linii. Pe a doua linie vom scrie () sub fiecare
raddcind de pe prima linie si intre U-uri vom trece semnele functiei derivatd pe intervalele
respective. Pe ultima linie vom calcula valorile functiei in punctele determinate (solutiile
ecuatiel fila) = l-)) si valorile functiei in capetele intervalului sau limitele in capetele
intervalului. Intre valorile sau limitele functiei calculate anterior vom trece sigeti, astfel:
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- dacd pe linia de mai sus (linia derivatei) avem semnnul * =  pe un interval, vom trece
semnul* / (inseamna ca functia “creste” pe acel interval);

- daca pe linia corespunzétoare derivatei avem semnnul . — ~ vom completa tabelul cu

sdgeata " e (atunci functia “descreste”).

- Citim rezultatele din tabel.

FISA DE LUCRU

Sa se studieze monotonia si punctele de extreme pentru urmatoarele functii

£ R —R, f(x) =x>-3x.
f: (-1,+0)—>R, f(x) = In(x +1) —x .
f: R- { 3} >R, f(x) =2=.
f: (0,+00)—>R, f(x) =x — Inx
f: R —R, f(x) = €* (5x +10)
xS
1-x*

f: R- {-1,1} >R, f(x) =.

b) Pentru a studia concavitatea/ convexitatea unei functii si a-i determina punctele de
inflexiune, trebuie si parcurgem urmatoarele etape:

DN

Calculdm prima derivatd a functiei.

Calculdm a doua derivata a functiei.

Rezolvim in multimea nr. Reale ecuatia f (x) = 0
Studiem semnul derivatei.

intocmim tabelul de variatie.

Citim rezultatele din tabel. f-convexa daci si numai dacd ' (x) = 0

f-concavi daci si numai daci £ (x) < 0

FISA DE LUCRU

Sé se determine intervalele de convexitate si concavitate si punctele de inflexiune ale urmétoarelor

functii:

a) f R —R, f(x) =x*+3x*+3x +5
b) f: R =R, f(x)=¢€*x

¢) f:R—R, f(x)=¢* (x-2)

d) £ R—-R,f(x)=1nx (x*+1)
e) £ R—R, f(x)=x>-12x

f) £ R R, f{x)=

x+2
x+1
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TEST DE EVALUARE

1. Se considerd functia f R —R, f(x) = x>+2x%+x .
o, it e s f(x) _1
0,50p a) Aratati ca 7{1—1;2: PGIDGEID 3
Ip b) Determinati intervalele de monotonie
0,50p c¢) Demostrati ca f(x) = - %
2_y—
1% 2. Se considerd functia f: (0,00) —R, f(x) = xx 2 Determinati ecuatia asimptotei
oblice spre +oo la graficul functiei f.
2o o
3. Se consideri functia f: (1,00) —R, f(x) %ﬂ-{l—é
a) Calculati asimptota verticala la graficul functiei.
}p b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale la graficul functiei pentru g(x)=
b
I
X
4. Se considera functia f: (0,00) —R, f(x) = x*+x-Inx .
P a) Calculati derivate functiet
Ip b) Sé se arate ci f este convexa pe (0, ).
5. Se consideri functia f: R —R, f(x) = 2x3-9x>+12x+1.
0,50p a) Calculati derivata functiei.
e 2X3—F(x)
0,75p b) Calculati 7}»1_{23 e
0,75p ¢) Determinati ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul de abscisa x=1,
situat pe graficul functiei f.

e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordd 1 punct din oficiu.

o Timpul efectiv de lucru este de 60 minute
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FISA DE LUCRU
1. Valoarea determinantului ,; §| este:
a) 1; b) -1; c)9; d) -9
2. Valoarea limitei s & b este:
X342 X2
a)l; b) -1; c) 0; d) nu exista.
3. Valoarea derivatei de ordinul doi al functiei £:(0,+e0)—R, f(x)=(x*+1)Inx este:
a)2Inx+3 5 b)Inx- =5 ¢)lnx- —+3; d)2nx- —+3
1 1 2
4. Valoarea determinantului |1 0 1] este:
2 2 4
a)l; b) -1; c) 0, d) -2
; -
5. Valoarea limitei Qn g este:
X — 3 x-3
a) 13 b) -1; c) 6; d) nu exista.
6. Valoarea derivatei de ordinul doi al functiei fR—R, f(x)=(x*+1)e* este:
a) (x*+4x+3)e%,; b) (x>+4x+1)e* ; ) (x*+4x)e%; d) (x*+x+3)e*
1 -1 2
7. Valoarea determinantului |1 0 1| este:
2 3 4
a) 5; b) -1; c) 0; d)-2
; 5
8. Valoarea limitei i 16 este:
x—4 x4
a)-1; b) &; ¢l 5; d) nu exista.
9. Valoarea derivatei de ordinul doi al functiei fR—R, f(x)=(x*+2x)e* este:
a) (x*+4x+2)e*; b) (x*+6x+6)e" ; c) (x>-4x+2)e*; d) (x*+4x-2)e* .

Vx

10. Asimptota orizontald a functiei f: [0,0) = R, f(x) = e ostes
y=1b)y=2 ¢)y=0 d)nuexistd

11. Derivata Intéi a functei f:R-{— %}—>R ’ f(x)i:zeste:
13 . ) X i 2x
%) (2x+3)2° (2x+3)%’ ) (2x+3)%’ ) (2x+3)%"
12. Se da matricea A = (; 1) valoarea determinantului lui A pentru a=0 este:
a) 2; b) -2; c) 0; d)1
13. Se considera functia f(x)=x+cosx ’(x) este:
a) 1-sinx; b) 1+cosx;  ¢) cosx; C)-Ccosx
14. Se considerd functia f: (0,) = R, f(x) = x3 — 3Inx; £(1) este egal cu:
a)l; b) 0; c)-1; d)3

15. Fie matricea

x+3 1
A= . Pentru x=-2 detA este egal cu :

1 x+3
a) 1; b) -1; c)0; d)-2
16. Valoarea determinantului B ‘2' este:
a) 1; b)2: c) 0; d)-1
17. Se considerd fR—R, f(x)=x*-4x+4 derivata a doua a functiei este:
a) 4x3-4 ; b) 12x?%; ¢) 12x; d) 4x3;
18. Se considerd f:R—R, f(x)=x*-4x>+4 £(0)+f*(0)=...
a) -8; b) &; c) 4, d)0
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TEMA 11
PRIMITIVE. METODE DE CALCUL

11.1. Probleme de existen{a a primitivelor

Data fiind o functie f:J - R (J = R} ne punem problema daci admite sau nu primitive.

Studiind rezolvarea exercijitlor privind existenta primitivelor unei functii se observi ci
majoritatea acestora pot fi grupate pe citeva _tipuri”. in felul acesta evidentiindu-se citeva

metode de rezolvare a lor.
Functii care admit primitive

Pentru a arita cd o funcfie admite prinutive este suficient si demonstram (daci este
cazul) ca f este continua pe J sau s3 scriem f ca suma de functii primitivabile. san 3 indicam o
primitiva a functiel in caz ci existi.

Exemple
e;{; sinx

1.Saseamteca f:R—=R, fixi= e x ' admite primitive.
' Je, x=0

Solutie
F este continua pe RV{0] si |;(01=1iD1=f(01, deci f este continuid pe R. In concluzie f
admite primitive pe R.

Observatie
Nu trebuie trasid concluzia ca. daca f nu este continua pe interval. nu poate admite

primitive. Existd functii discontinue (cu discontinuitaji de speja a II-a) care admit primitive,
deci muljimea funcjiilor primitivabile este maz vasti decat cea a functiilor continue (C<=P).

2. Funcpii discontinue care admit primitrve sunt st functiile f, g: R — R definite astfel:

e 1 3 1 _
ay flx|=!s:n;,xa=ﬁ; b) g;x}=gcos;,x=ﬂ_
0,  x=0 10, x=0

Solutie

Pentru a arata ci f 1 g admit primitive vom folosi ..metoda primitivelor aproximative
(GAL nr. 1/ 1991). Dati fimd o funcfie f:1— R, se porneste cu o primitiva aproximativi a ei
adica H:J =R, astfel incat H'ixi=fix)+gix), 7 x =d Daca funcjia g are primitiva G. rezulta
ca f admite pe J primitiva H~G. S& demonstram ca funcia f de la a) are prinutive.

f.‘x’- 0051 x=0 : :
X , derivabila pe R.
0, x=0

Fie H-R - R, Hixi=
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0 x—0 x~+]

lxl—HID)
a2 O en —X= 09 H(x)=fix1+g(xi.

3

1 ;
—_ = G I 1 . G siis o
g:R—=Rgixi= fzxmx’x © este continui pe R|Jim2xcos—=0=giD} | deci primitivabila.
o, x=0 x
Rezultd ci fix)=H"x}+~i—gix1| admite primitive (ca suma de functii primitivabile). In mod
asemanator s arard ca g are primitive.

Observatie
Pornind de la aceste functii putem construi alte funcfii prinntivabile conform teoremei

urmatoare.

@ Teorema 1
Fie g:J >R o functie continud Daci f:J—» R are primitive §i este marginitd inferior

sau superior atunci functia f-g are primitive.

. |
'sin—-cosx x=0 G
L hRoRhxi="" x i , are primitive.

0, x=0
Solutie

Functia h are primitive fiind produsul dintre funcfia g:R — R, g{X1=cosx, care este continui
f . 1
lej — - - .- - - . e
51 functia f.}x p= 0 X q&u, care admite primitive 3i este mAarginita.
10, x=0

» 1
t‘:‘ﬁ = - " - - - - b, -
4. Fie f,:R- R, f.,c;:¢‘.=le ' %%0 S3 ce determine «eR astfel incit f si aibi

e *x=0
primitive.
Solutie

g:R =R, gix;=e" este continui pe R.

. &
h:R >R hix;= Ims?'x *0 ire primitive daci §i numai daci «=0.
[a, x=0

Atunci f:R =R, fix}=gix)-h{x) are primitive daca si numai daci o =0.

Observatie
Functiile fsi g de 1a exemplul 2 pot fi generalizate. Atfel, functiile

f. a [ a_ .
sin—, x=0 'cos— x =0 o ; .
¢ X Gix)= x , au primitive YasR.

fLg:R—=Rfixi=

o, x=0 0, x=0
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3. Alt exemplu de functie discontinua care este primitivabila este:

g 1 1

' 2xzin——coe—, x=0
f:R=R fix;=' X X .
10, x=0

Solufie

1- 2 1 ;
2, x=0 e
F:RoRFixi='" "% *7" este o primitivi a lui fix).

0, x=0

Fix1—Fi{0;
X

Fix) este denivabiliin x=0 lim =D=1i0;|, decipe R, 5i F'(xi=fix}, vxR.
x

FISA DE LUCRU

Fie g:I->R, unde I este un interval. Functia g admite primitive pe I daca existd functia G:I->R
cu proprietétile :

a) G este derivabild pe I
b) G'(x)= g(x) , oricare ar fi x din L.

1. Se considerd functia f: (0,00) =R, f(x) =1 + % + x_12 Verificati daca functia

F: (0,00) >R, F(x) =x — §+ Inx este o primitiva a functiei f.

2. Se considera functia f: R 2R, f(x) = 5x*+3x%+1 . Demonstrati ¢ orice primitiva a functiei f este
crescatoare pe R.

3. Se considera functia f: (0,0) =R, f(x) =3 — % Determinati primitive F: (0,00) 2R, a functiei f
pentru care F(1) = 3.

4. Sa se calculeze integralele

B8 4 3 - 2
Irstﬂ: j"x"abc fﬁh ic'dt _.- . d I :l dx jmxdr j’msnir
0 . 3 ;=2 x S | . =4 | 0 []

r r r I 7 r

dx
T«,{x’ufk j\/zz-—sh ;‘5\!4—13 '! 9—4:’#

) .3
!

_!(i\f;:+43\/;}k‘ _![xs —4x3+-3~_+x£2 '![xz _9—1/_“9)&:
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11.2. Calcul integral

Tabel de primitive:

a+l

[x“dx: 0
In[x]+C

x

+C,a>0,a=1

5 Ia"dx = I::a

) Ie”dx ="+
In particular

Isin xdx=-cosx+C

Icosxdx-—. sin x+C

I 1, dx =tgx+C
cos’ x

wh

.

dx = —ctgx+C

6. Isinzx

7 Itgxdx: —ln[cos x| +C

g Ic:gxdx: In|sin x]-!- C

Xx—a

I 1:dx=L In +c,az 0,

xta

I 21 2dx=-l-arczgf-+C,a¢0
10.* %" t+a a a

yche

f—d‘zl - x:h’x+~}x’-—a’|+€,a>0
11. X —a

x+mfx2+a2)+C',a #0

1 e
o Tl

1
Na*-a a

I—-—»—-—gdx: arcsin E+C’,a >0
13.
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Formula de integrare prin parti

Teorema: Daca f,g:1 —R sunt derivabile cu derivate continue atunci:
[ F(Dedx=f(x)- gD -] £(x) g'(R)dx

Observatie: Aceasta formula poate fi aplicata cu succes in mai multe situatii. Precizam doua
dintre cele mai des intalnite.

f
I. S este €%, sin X, cos X si g este €¥, sinx,cos x sau o functie polinomiala.

Exemplu:

N I (4x+5)"ax 2 J cos’xdx

Solutie:

f(D=e = f(x)=e
1 g®=4x+5=¢g'(x) =4

Atunci
J(4x+5)2"dx =e"(4x+5)- Ie” Adx=e"(4x+5)-4de" +c=e"(dx+5-9) +c=&"(dx+1) +¢
2 f(XD=cosx=f(xX)=3n x

g(x)=cosx

— g'(x)=~sinx
t
f
.t':J'-:os2 xdx:j'cosx- cosxdx:](sin x) - cos xdx = sin xcosx«—]sin x-(cosx) dx =
= $in xXCOS x+Jsﬁ12xdx= sin xcosx+!(1—cos’ x)dx-: sin xcos x+_[dx— Icos%dx:

=sin xcos x+x— I +¢

[=sin x cos x+x -I+c

SINX COS X + X

!
2

+c

[
1. 7 este o functie polinomiala si g (x)=In*x, kKEN"
Exemple:

D Ix’ln xdx Ixhx’xdx
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Solutie:
2 x*
S () =x =>f(x)=?
. 1
glx)= mx:gw—;
Ix In xdx=—In x— Ixi-ldx=x— —dex:ﬁlnx—fi+c
x 3 3 2
DL (R =72 f(x) ="?
2 t 2
g=h*x=>g'x)=—=Ix
x

2 2 2
2 X .12 X, 2 X", 2
len xdx=?ln x—Ix-;inxdxziln x—2]'lnx=?ln :r—2]‘x'1n xdx=

2
- 2xIn x+2]xtldx=%1n2x—2xin x+2x+¢
x

ﬁIni.':r
2

Formula schimbarii de variabila

Teorema: (Prima formula de schimbare de variabila)

Fie LJC R intervale. Daca £:J —R este primitivabila si - £ =>J cote derivabila atunci (t° ¢
admite pe [ primitiva Fo;p’ unde f este o primitiva oarecare a functiei £, adica:

[ ey @a =] fxmas)_,
Exemplu:

X
R ,, [ -v

Solutie:

Facem substitutia x?>=t de unde 2xdx=dt

Atunci

X _r x dt _1 1 0 1 2
Il+x"dx—ll+£2 Z‘EJW& —Earctgz-i-c —-éarczg(x Y+

dt

2. Facem substitutia x2-1=t de unde 2xdx=dt adica dx= 2x Atunci:
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101 101
Ix(z D% = _[ 0 % ljtmdz i L ope=f_4e
2x 2 2101 202

Teorema (Formula de schimbare de variabila)

Fie I, JER intervale. Daca f — R admite primitive, @l este bijectiva, derivabila, cu derivata

-1 I T
nenula pe I atunci f admite pe I primitiva G° %  unde G este o primitiva pentru (f 2 jar ¥
este inversa functiei % . Deci:

Sxix = ” J (@) ole)t Lf‘(x)

Exemplu

| M+ x2dx

Aceasta integrala poate fi rezolvata in doua moduri:

1.Cu ajutorul integrarii prin parti

2.Facand substitutia x=sht, unde sht- 2 sinus hiperbolic deci dx=cht. Avem

b} =21
[N+ 2dx = [+ st -chedt = ] Jeh?t chidt = Ich’tdz s ]Ldf”dz = i{%é" —%e"’ +2z)+c -

£ e
2 8 (1)

: 3 [
Dinx =sht=¢ =X +vx" +1 de unde t = In(x+V% +1')
Si inlocuind in (1) obtinem

I'Jl+x2dx =-;;— In( x++{x* +1) +-}2-x-v‘x2 +1+¢

Calculul prin recurenta a unor integrale

Pentru exemplificare vom considera:

= [y

Bl %0

I n=! a

5L{x)= I—dx = —arczg +¢

Observam ca: x* +a?
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Dorim sa gasim o relatie de recurenta adica o formula care exprima Ix(x) in functie de In-1(x).
Utilizand aceasta relatie de recurenta din I1(x) vom putea deduce valoarea lui I2(x), din Ix(x) va
rezulta I3(x) si asa mai departe.

Pentru n=2 vom avea:

P G RPN § P i e SO0 PN R AN
At = (xi +a2)u —a2 (xg+a2)| _aﬂ (xﬁ +a2)! -.ai (x2+a2)x (x2 +42)x

1 s
—|7 et g
L(x)= a’ i Ix (x2+a2]‘ xj|

% % _ x l 2x
e el e e v

Vom face schimbarea de variabila x*+a’=t. Atunci 2xdx=dt.

Revenind obtinem

l_ !—x+1 _ 1
2 —n+1 2(1-2)-x*+a**?

1 x 1
at Leala)- 2(1- n)(x? +a%)™! + 2(1-m)(x* +a’ Y dx]

In(x)=
L=l (0)- "‘ ooy eniifocs T}
WY@ TN 21— e 26 (1-n)
Ix(x) = o 'lu-lcx)

D a2 (i—n)

Primitivele functiilor rationale

I. Mai intai se scrie functia rationala sub forma unei sume in care pot interveni un polinom si
functii rationale de forma:

A aAcRueN

Bx+C

—j————-——n—;B,C,b,c eRbI-4c<0neN
2) (x" +bx+v)
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P(x)

O functie rationala f este catul a doua functii polinomiale P si Q, adica f(x)= (%) | Daca grad
P>grad Q vom putea efectua impartirea si vom obtine:

P(x)=Q(x)C(x)*+R(x) in care catul C(x) este polinom iar restul R(x) este tot un polinom cu grad
R<grad Q. Aici functia rationala f se va scrie

R(x)
= +
S (x)=C(x) o0
_ R(x)
Jfx
In cazul in care grad P< grad Q vom scrie Q(x) unde R(x)=P(x)
R(x)

Pentru a scrie acum 20 ca o suma de fractii de forma (1) si (2), vom proceda in felul urmator:

1.Daca polinomul Q are radacina reala "a" avand ordinul de multiplicitate k in descompunerea
R(x)

lui €(%) vom avea termenii

A A, A,

x- a+(x a)2 (x a)*

2.Daca polinomul Q are radacinile complexe atif avand ordinul de multiplicitate m atunci in

R(x)

descompunerea lui 2(%) vom avea fractiile:

Bix+C Byx+C, B.x+C,
7 EEi ) 7+
X +bx+c (x*+bx+¢) (x’ +bx+cr

unde b=-2a, c=x’+pZ In final se vor determina constantele A1,A2,.B1,Bs,..,C1,Ca,

II. Acum ca functia rationala este scrisa ca suma dintre un polinom si functii rationale de forma
(1) si (2) pentru a calcula primitiva unei functii rationale va trebui sa stim sa calculam primitivele
functiilor polinomiale (ceea ce este clar daca utilizam liniaritatea operatorului de primitivare si
prima formula din tabelul de primitive) si primitivele functiilor rationale de forma (1) si forma

().
Vom avea:

~n+l

4 ——dx= AJ—dz-Alz‘*dz_ g ]
(x-a) Inf|l+c dacin=1

+c¢ dacan =1
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(X— a)-ﬂ-rl

A koo T
I sdx = -n+1
(x-a) A]n|x—a|+c: dacin=1

+¢ dacdn #1

Apoi
_[ 2B::+C‘ dx:l Bx+C o
(K -E-bx-i-c)” b 2 48-&2 &
x+=| +
( 2) 4
22 _ 22
4c b 50 4e-b yr
Cum b%4c<0 vom avea 4 si vom putea nota 4
b
x+—=¢
Vom face schimbarea de variabila 2 . Atunci dx=dt. Revenind avem:
B(t- é-) +c

Bx+C %
— dx=|——4—dt=
I(xz T oxto) X _[ 1oy

‘ Bhy 1
= 5] Er e = e

Prima integrala se va calcula cu schimbarea de variabila t*+k?*=u iar a doua prin recurenta.

Exemple:

.[ 1023 —4x*-34x+12 3
xt=10x*+9 x € (3,+00)

Numitorul se descompune in factori ireductibili
x*-10x349=(x2-1)(x2-9)=(x-1)(x+1)(x-3)(x+3)
Deci putem descompune fractia in franctii simple astfel:

10x* -4x* -34x+12 _ A + B % o " D
(X'l)(X+l)(X*3)(X+3) x-1 x+1 x-3 x+3 (1)

Inmultind relatia (1) cu x-1 obtinandu-se

3 A2
105° - 4x° -34x +12 _A+(x_1)(

B ¢ D )
= + +
E-Dx+DE-3HE+3)

x+1 x-3 x+3

dupa care trecem la limita cand x—1 si gasim A=1
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Procedand la fel obtinem B=2; C=3; D=4.

Descompunerea in functii rationale simple este

102°-4x"-34x+12 _ 1 . 2 3 4
GE-D+DE-3HE+3) x-1 x+1 x-3 x+3

integrand obtinem:

5 a3
J' 10x* —4x° - 34x+12 dx—-—_[ 1 dx+I—dx+
E-DE+DE-3I+3) x-1

+Ix13dx=1n(x—1)+21n(x+l)+3]n(x—3)+4]n(x+3)+¢

Primitivele unor functii irationale

3
ax +
x—3x

Vom nota in continuare cu R o functie rationala ce poate fi de mai multe variabile.

F(x) = R(x, Yax+b

I: Primitivarea functiei:

se reduce la primitivarea unei functii rationale facand schimbare de variabila

Nax+b =1 ypde n=c.m.m.m.c {Hi }:-1

=_(: -b) dx=2pGe
a@

Mai notam ca a si

Exemplu:

Facem substitutia x=t® deci dx=6tdt.

Avem:
1= s =] 6 a’t:j £ d:-6](z z+1——)dz_
Jx+ifx e+ 2+
=262 -3 +6¢ -6l +1|+c
unde £=q\/;
Dot 1:2-\,’;—3’&+6%—6m2/§+1+c|
€C1
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ax+b
cx+d

Jx)= R(x,"'
I. Daca

vom proceda asemanator utilizand schimbarea de variabila.

8% +5 -
cx+d unde n=c.m.m.m.c. fasdia
Exemplu:
wa ’x—_—zdx, x € {~00,~ 1)U (1,400)
x+1
x-1 4 1+£2
—=T=Xx= 3
Facem substitutia x+1 ¢
dx=—2 g
Deci (1-£)
&
+£
[r i = [ el L
Atunci: e K e a-5*a+z)
- x=1
Descompunem fractia in fractii simple si notam x+1 g obtinem
x—1 \f X
Ix ( —2)+—ln[x+\;‘x - ’-l-c
x+1°
o
1L R(x,V4x" +bx+¢.yyom calcula & =& ?—4ac  Avem cazurile:

(A) A =0 atynci pentru ca radicalul sa aiba

«)‘au:2 +éx+c = Ja_

atunci

b
X+ —
2a

sens va rezulta a>0 si

Lt
(B) & <0 caz in care a>0. Vom face schimbarea de variabila V&% +bx+c +-fax =t

2

“—-c
= ax® +bx+c = £2 - 2Jatx +ax’® :>x=———-——

b+ 2Aa

2z(b+2£-J_) (t2-c)- Na ,, _ ab+2’fat2a

=dx=

b+ 20/ b+ 24
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© A > 0 primitivele se cauta pe un interval pe care radicalul este definit si pe care nu se anuleaza
numitorul fractiei. Cum

Jax’ +bx+c = Jalx- x))

R(x,|x—x1| ax——xg}
x—x

si am redus problema la cazul II, deci facem substitutia

s X~ X, s
x-x
Exemplu:
0 J-'\/Fdx
J' dx
2) x+«¢ix2—x+1
dx

3)I(x—1}\§—f—3x+2,x>4

Solutie:
2 — —
)4 =0. cum Vi = le, vom scrie [ol=-= unde € este semnul lui x. Atunci
_[/_zd —Ix|d —I&xd £ 2+ £ Xx-= +c—xlx|+
Nxidx =[x dx x=& “-te= z 5 te

2) A =1-4=-3<0. yom face schimbarea de variabile

N —x+l+x=t=>

= x? - x+1=£% - 2x+x*

2—
L et
-
ey = 2..._ . Tt
Lo 2e-)--)2 . 2t-z+2

(2t - 1) (2t - 1)°

1 g% 23-!-2 IQ! —2A+2

Ix+\{“ .-m_I Gy Ty

7.
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202 -2+2 A B g

—_— =4 +

(-2 ¢t 2u-1 (-2
=22 -2 +2=AQ -1 + B2t - +Ct

=>A=2,8=-3C=3

Dar
2 -2t+2 2, 3 3
=2+ +
Daci tt-n* ¢ 2a-1 (2-1?
de unde
[Eou2, dt =2 2d- 3j—dz+3 L
£(2-1)° 2t -1
Daca facem in ultimele doua integrale schimbarea de variabila 2t-1=u(2dt=du) obtinem
[Ldz = ljldu = 11n|u| = l]n|2t -]
=1
1 1
—_—dt= — = ——
I 2t-1 I 2(2-1
deci
2 —
=22 a2 ot
(2t=-1) 2 2(2 -1

In final avem

dx _ 2 _ _E 3 1o
Im—Qh}x-Pﬁx I+1' 2]11’2}\""2‘\1;{ x+1 ll

3
+c
2025+ 2fx2 —x+1-1)

si facem schimbarea de variabila

(x- I)sz -3x+2 )

Atunci
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- PR - =
LAt el Wl ST B SO0, S P
=" £ 1 ¢ ¢~ ¢ ¢

x-1

Primitivele functiilor trigonometrice

X

Notam cu R(u,v) o functie rationala in variabile u si v. Pentru functia f (x) = R (sinx, cosx) se face

substitutia tg 2=tsi problema revine la calculul primitivei unei functii rationale. Sa mai notam ca

2t .
—7.005X = —7 dx=

2dt
1=¢#

Sa precizam ca se aplica formula a II-a de schimbare de variabila acest lucru este

¥
Hx)=1g>
posibil pe un interval pe care functia 2 este bijectiva.

Prin urmare aceasta metoda se aplica pe intervale de forma (Ek ~DmQk+mkez

Exemplu
I dx
2=cosx
Solutie :
tgx
dx 1 2dt 2 2 Fi 5
= = dt = —arct —-+C’=—arct —+C
I2+cosx Iz+1 PERE I IB—!—:’ Jfar g«fi 3 gf
1+¢°

Daca dorim o primitiva pe R calculam saltul acestei "primitive" in punctele de forma
(2k+1)m:

x %
tg— gl
’ 2 el 2 2
Sy= lm —arctg—=— Ilm arctg =—(- ——) -—(= ) =—=
M~ R R R ¢ ~J‘ NG «/? 2 ar
Vom avea:
2 ‘gi L2k
dx arctg —= Coxe((Rk— D, QR+ D))
[550===17 A"
ERaR Qk+Dr

+Cox=2k+Dx
7 ( )

Calculul primitivei poate fi simplificat in urmatoarele cazuri
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1. DacaR(-u,v) =-R(u,v) vom face substitutia cos x =t
2. DacaR(u,-v) =-R(u,v) vom face substitutia sin x =t
3. DacaR(-u,-v) = -R(u,v) vom face substitutia tg x =t

Exemplu

. B
) Ism xcos’ xdx,

J- sin x .

N Fovrvr
Solutie:
1) Ruv)=u’v% R(-u,v)=(-u)’v?=- v>v>=-R(u,v)
Prin urmare facem substitutia cos x=t = ~sin xdx=dl.
Isin * xcos? xdx= -—Isin ? xcos® x(—sin X)dx = —I (1-£)e3dt =

3 5

3 5
=_I(Zz _34)d£=—£_+g_+c=_'305 X  cos x+c'
u -4 __ U - Ry
2) Rv)=¥=Y R(u,v)="8-V u-V
1

dt
= T .42
Vom face substitutia tg x=t T x=arcig (= gx=1+t

J--smx dx:l tgx J-_!._ 12
sin X +cos x tgx+1l gy=tt+1 1+¢
¢ A  Bt+C

= +
E+1+2) 41 2417\ 2 asp B +CEHC

Aa=-1
=9 84+C=1=9C=1-8= C:—;—
C+C=0 =% o]
T2
¢ __ 11 1 241
(¢ +1){1 +£2 2 t+1 2 241
sin x 1 1 1 ¢ 1 1
————dx = | ——dt +— | ——dit+ — | —dt =
J.sin xtcosx 297 +1 ZIt +2 2-[32+1
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—~In} +1l+%1n(£2 +1 +-;-arc£g£+C

=In tgx+1+~311n(tgzx+l)+%x+c'

FISA DE LUCRU - Integrare prin pirti

1. S3 se calculeze urmétoarele integrale definite:

a) ['xe*dx; b) ' x2e*dx; o) [¥ nxdx; d) [©xinxdx; €) [" xsinxdx;
0 0 1 1 0

f) femedx; ) fem—zxdx; h) fol In(x? + 1);1) [? e*sinxdx; j) f01\/x2 +1dx

1 1 x
k) f, 3x — 2)e*dx;
2. Se considerd functia f: R — R, f(x) = {xz F 25, 2210
’ ’ Vx2+1,x>0
a) Aratati cd f admite primitive pe R;
b) Caleulati [, f(x)dx.

¥ m(1+t)at X2t Detdt
3. Calcula;i a) lim ‘r‘)n#.; b) lim Jro( Je :
x—=0 X x—0 x

4. Calculati [ |x|e*dx;
5. Fiel,= fol x"e*dx, pentru orice n € N.

a) S se calculeze Io, I1;
b) Sa se demonstreze ci Iy= e — nly.1, pentru oricen € N,n > 1.

6. Se considerd functiaf: R - R, f{x)=e*-vY/x%2+9

a) Sise arate cd fol j%dx;

b) Sise calculeze f_ll Vx2 +9- f(x)dx.
7. Se considerd functiile f, g : R = R, f(x) = (x + 1)e*, respectiv g(x) = (x + 2)e*.
a) Demonstrati cd functia f este o primitiva a functiei g;

b) Caleulati [* g(x)dx.

X
8. Demonstrati urmatoarea egalitate | f e*Inxdx + [ f%dx = gf,

Rezolvarea fisei de lucru

1)
) J[ xe¥dx = xe® /3 - [Ledx=e—(e-1)-1
Functiile f'si g sunt derivabile, cu derivatele continue
f(X) =X = f’(x’) = 13 g'(x) =¥ = g(x) - ex;

75



Proiectul privind Invatamantul Secundar (ROSE) Schema de Granturi pentru Licee
Beneficiar: Liceul Tehnologic de Transporturi si Constructii Iasi
Titlul subproiectului: Prin educatie si prosocializare ne construim cariera AG nr.438/SGL/RII din 01.10.2018

b) [ 01 #etdr=wle® /3= 2f 01 xe*dx = e — 2 (integrala din membrul drept a fost rezolvati

la punctul a) )
Functiile f si g sunt derivabile, cu derivatele continue
fx)=x%= f'(x) = 2x; g'(x) = e* = g(x) = e*; se aplici de doud ori integrarea
prin pérti;

@ =lnx=f @) =2g0@ =1 gk =x;

Functiile f'si g sunt derivabile, cu derivatele continue
e

1
flnxdx = xlnx/f—fx-;dx =1

1

e2+1

2
d)ff xlnxdx = x?lnx/l f — —dx— = lnx/l— —/1 i
f@=x=fx)=2g®=x> g) = 7
Functiile f'si g indeplinesc conditiile teoremei integrarii prin pérti;
e) fon xsinxdx = —xcosx [T+ | On cosxdx =1
f)=x=f'"(x) =1, g'(x) = sinx = g(x) = —cosx;

J-e lnx

) [ 2 dx = ()2 /5 [ dx
fO=lnx= ) =290 =12 ) = b

h) [ In(x? + 1)dx = xln(x +1/3— [ o 2;11dx =In2 — zf“‘ ——dx=1n2—
2 + 2arctgx/i=1In2 — 2 + -

fER=lmE+D= @) =2=g® =1 gix) =x

i) JZ e*sinxdx= exsinx/g— J2 e cosxudx = 07 — (excosx/g-k ffexsinxdx)

Se aplicd de doud ori metoda integrarii prin parti
f(x) = sinx = f'(x) = cosx; g'(x) = e* = g(x) = e*(prima dat)

f(x) =cosx = f'(x) =—sinx; g'(x) =e* = g(x) = e*(pentru integrala din
membrul drept);

T —_
v w T ” ez+1
Rezultd ¢ [? e*sinxdx = ——;

j) Se utilizeazd procedeul de mai sus
,——— 1 x L 1

fA=Vx*+1=2f D =zZ=9@=1= glx) =x
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Rezultd cd 2 01\/x2 +1dx=+2+ f01 %dx, de unde rezultatul final:

1

2
j ,———x2+1dx=x/§+lngl+\/_)
0

2) a) Se demonstreazi cd functia este continui pe domeniul de definitie. fn x =0, [;(0) =
14(0)=f(0)=1. In rest, functia este continud, fiind compunere de functii

elementare;
b)Se aplicd proprietatea de aditivitate in raport cu intervalul de integrare

f_l J(xX)dx = f_ol f(x)dx+ [ 01 f(x)dx ( prima este elementar3, a doua s-a calculat

mai sus;

Jy in(1+t)dt

~z > S€ poate calcula integrala §i apoi limita sau se calculeaza direct

3) a) lim

x—0
limita, fiind indeplinite conditiile regulii lui I’Hospital:

@+ 0dt m+x) 1
lim =11m———=§

x—0 x2 x=0 2x
4) f_lllxlex dx; Dupi explicitarea modulului

1 0 1 ; . T g
[ Ixle*dx = Jo, —xe*dx + J, xe*dx. Prima, prin integrare prin parti, este egald
cul — S, iar a doua a fost calculati la ex.1, punctul a);

3) Este un exercitiu prezent pe variantele model pentru examenul de Bacalaureat.
a) Iy este elementar, iar I; a mai fost calculatg;

b = fol x"e*dx = x"e* [{— fcl nx"e*dx = e —nl,_,, pentru orice ne€
N,n =1 (s-aaplicat integrarea prin parti, f(x) = x™ =
f1x) = nx"% g'(x) = e* = g(x) = e%);
7) a) Functia f este derivabild pe domeniul de definitie si, utilizand regula de  derivare
a produsului a doud functii, se demonstreazi ci f'(x) = g(x);
b) Integrala se poate calcula direct, prin pérfi,sau folosind punctul precedent,
i
I 9()dx = f(x)/1,= 2e;
8) [ f e*Inxdx + | fzxfdx = e°. Integralele, separat, nu se pot calcula.

Pentru prima: f(x) = Inx = f'(x) 2%; g'(x) =e*> g(x) = e*,

X
i f e*lnxdx = e*lnx/¢— [ f -e; dx, de unde rezulti relatia ceruti.
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TEST DE EVALUARE

Subiect I

6.

ek 1 3
Arétati cd (1 - E) (1+05) = "
Se considerd x1,x2 solutiile ecuatiei x%-x+a=0, unde a este numir real. Determinati valorile
reale ale lui a pentru care x1x2-1< 0.

Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia V2x2 — 6x + 5=x - 1.
Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numir din multimea numerelor natural de doud

cifre, acesta sd aiba cifra unititilor egala cu 3..

In reperul cartezian xOy se considerd punctele 0(0,0), A(-1,-1), B(4,4).Demonstrati ci
punctele A,O si B sunt coliniare.

Aritati ¢ (sinx +cosx)? — sin 2x= 1, pentru orice numdr real x.

Subiect I1

1.

s ; 1 -5y . 6
Se considerd matricele A= ( 2 6 ) si B=(_ 2 i)
a) Ardtafi cd detA = 16.
b) Determinati numarul real a pentru care AB = aly .
c) Demonstrati cd det(xA + iB ) = 49, pentru orice numdr real x.
Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie asociativd x o y=5xy +15(x+
y) +42.
a) Arétati ci (-2) °(- 2)=2.
b) Demonstrati cd (x) °y =5(x+ 3)( y+3)-3 .
¢) Determinati numerul real x, pentru care (x-3)° (x-3) °(x-3)=197.

Subiect IT1

x—1
x2 +3°

1. Se considerd functia f: R —R, f{x) =

i 8 (x+1)(3-x)
Aritati cd fi(x)= Einer e

Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre + oo la graficul functiei f,

Aratafi cd -1< f(x) +f(y) < g, pentru orice x i y.
1
eX +1°

x ER.

2. Se considerd functia f: R— R, f{x)=
Aritati ca [, (e* +1)f(x))dx = 1.

wu v o ph 3
Arataticd [ }—(?)dx ==.
Determinati volumul corpului obtinut prin rotatia in jurul axei Ox a graficului functiei

g [0,1]. » R, g(x)=y/e* f ().
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REZOLVAREA TESTELOR DE TIP BAC

Varianta 1

Subiectul I

6. Aratafi cd numirul n = 8 (v/2 +1) - 242 este patratul unui numar natural.
Determinati numarele reale a, stiind ¢ punctul A(a, a), apartine graficului functiei f: R
—R, f(x)= 2-x?.

8. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 5* + 51 = 30

9. Calculati probabilitatea ca, alegind un numér din multimea M={\/I V2,3 ... V49 },
acesta sd fie numar natural.

10. In reperul cartezian xQy se considerd puctele A(3,1) si B(3,5). Calculati distanta de la
punctul O(0,0) 1a mijlocul segmentului AB.

11. Aritati ci V2 sin45° — (sin30° + sin60%)= 0.

Subiectul al II-lea

7. Se considerd matricele A= (_11 g), I2=(3 g si B(x)= (i 316), unde x este numdr

real.
c) Ardtati cd det A=5.
d) Arétati cd, dacd A+B(x)=5Iz
e) Determinati numerele reale x pentru care det( B(x)-B(x) — I2)= 0.
8. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x © y= xy-9(x+y)+90.
a) Aratati ca 10 » 8=8.
b) Demostrati ¢ x ° y =(x-9)(y-9)+9, pentru orice numere reale x si y.

¢) Determinafi numerele naturale n pentru care n e n <10.

Subiectul al III-lea

x-1
x2+3

1. Se considera functia f: R —R, f(x) =

a) Calculati derivata functiei.
b) Determinati ecuatia asimptotei orizontale spre +oo la graficul functiei.
¢) Scrieti ecuatia tangentei la graficul functiei in x=2.

2. Se considera functia f: R —R, f(x) = eix g,
a) Aritati ci f_ll(f (x) — eix)dx:O.
b) Calculati f01 e* f(x)dx.

¢) Demonstrati cd orice primitive a functiei f este concave pe (-00,0].
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Varianta 2

SUBIECTUL I

1. Calculati V4 + log, 2 + €° — 32,
2. Se di functia R—R, f(x)=x*+3x+2, si se determine acR stiind c& punctul A(-1,a)

apartine graficului functiei.

3. Rezolvati ecuatia 2% + 2*¥+2 = 10,

4. Calculati AZ — CZ.

5. Determinati acR, stiind cd distanta dintre punctele A(1,2) si B(a,5) este egali cu 5.

0. Fie A(2,1), B(3,2), C(-1,5). Si se calculeze valoarea expresiei E=2AB*+3BC2-4AC2.
SUBIECTUL II

. Fiemultimea A~{(? 2)|a,b,c,deRa+b=c+d= 1}
c d
a) Scrieti o matrice din multimea A;
b) Aritati cd inversa matricei X=(2 é) apartine multimii A,
c¢) Demonstrati ci daci X,Ye A atunci XYeA.
2. Pe multimea numerelor intregi Z se definesc legile de compozitie:
x*y =x+y+4 si xoy=xy+4x-+4y+12
a) Aritati ci xo(y*z)=(x0y)*(x0z), Vx,y,ze Z.
b) Aritati cd dacd xoy=-4 atunci x=-4 say y=-4.

¢) Rezolvati ecuatia (xox)ox=(x*x)*x, x Z.
SUBIECTUL III

—x% + ax, x € (—,0)

1. Fie functia iR—R, f(x) = { %+ Inx, x € [0, +00)

a) Aritati ci f este continui.

b) Determinati multimea valorilor numarului real a pentru care f este crescitoare.

. lim
c¢) Calculati N DO(f(x) - f(x+1)).

2x+e*
x2+e*+3’

2. Fie functia iR—R, f(x) =
a) Calculati f01 Flide
b) Calculati f01 xf'(x)dx.

) Caleulafi mLpxe .

- —oox
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Varianta 3
Subiectul I
S5p 1.
S5p 2
Sp &

Sp <
S5p 3
Sp 6.
Subiectul IT
L
Sp a.
S5p b.
Jop c.
2.
Sp a.
S5p b.
Jp C.
Subiectul III
1.
Sp a.
S5p b.
op C.
2.
Sp a.
Sp b.
Sp c.

Aritati ci (3 = v2)" +v72 = 11.

Sa se calculeze f(0) - £(1) - £(2) - ... £(2018)stiind ci f: R — R, fl) =22 +x~2,
Sa se rezolve in Recuatia logs (2x — 1) = 1.

Dupd o ieftinire cu 10% un obiect costd 90 lei. Care a fost pretul inainte de ieftinire?
Fie punctele A(a, 3) si B(1,5). Si se determine a € Rstiind cd M (3,4) este mijlocul
segmentului AB.

o 3 . : by
Stiind ci sinx = S §1x este unghi ascutit, sé se calculeze tgx.

e ; _41 =1x .. rI B
Secons1deramatnceleA—(_2 2 )§1 L = 0 1).

Sa se calculeze detA.

Sé se arate ci A% = 34.

Sd se verifice dacd (A + 1,)3 = 21- 4 + L.

In R[X] se consideri polinomul f=X>+aX?+bX+1, cuab€eR.
Sd se determine a € R astfel incat X1+ x; +x3 =—1.

Pentrua =1 sdsecalculeze b € R astfel incat x2 + x5 +x2 = 3.

Pentrua =1sib = —1 sisecalculeze x} + x3 + x3.
: . x%-1

Fie functia f:R - R, f(x) = —r
y ; 0 _ ax

Sé se verifice dacd f*(x) = TR

Sd se calculeze lim M.

x—1 x—-1
Sd se calculeze ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisi Xp=1.

%2 —2x+1, x<0
xWx+1, x>0

Sa se studieze daci functia f admite primitive pe R.

Fie funcfia f: R — R, f(x) ={

Si se calculeze [° o GE)a%:
Sa se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei g: [0,1] - R,

g(x) = f(x) — 1 in jurul axei Ox.
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Varianta 4
Subiectul I
5p 1. Aritati i (3 —v2)” + 72 = 11.
2. Sdsecaleuleze £(0) - f(1) - £(2) - ... £(2018)stiind ci [:R-R,f(x) =x%+x~2,
5p 3. Sidserezolve in Recuatia logs(2x — 1)=1.
4. Dupd o ieftinire cu 10% un obiect costi 90 lei. Care a fost pretul inainte de ieftinire?
Fie punctele A(a, 3) si B(1,5). $i se determine g € Rstiind ci M (3,4) este mijlocul
segmentului AB.
Sp 6. Stiind ci sinx = g $i x este unghi ascutit, si se calculeze tgx.
Subiectul II

1. Se considerd matricele A = (_12 _21) sil, = G (1))

5p a. Sisecalculeze detA.
Jp b. Sisearate ci A2 = 3A.
dp ¢ Sdseverificedacd (A +1,)° =21-4 + 1.

2. In R[X] se consideri polinomulf = X3+ aX? + bX +1, cua,b € R.
S5p a. Sisedetermine a € R astfel incét X +x +x3 = —1.
5p b. Pentrua =1 sisecalculezeb € R astfel incat xi +x2+x% =3.
Sp ¢ Pentrua=1sib=—1 sisecalculeze x3 +x3 + x3.
Subiectul III

2_

. Fie functia f:R - R, f(x) = 52,
5p a. Sidse verifice daci f'(x) = (_x%‘
S5p  b. Sisecalculeze lim M(—Q.

x—1 x-1

5p c. Sise calculeze ecuatia tangentei la graficul functiei in punctul de abscisi Xy = 1.

x¥2—-2x+1, x<0
xVx + 1, x>0

Sp a. Sidsestudieze dacd functia f admite primitive pe R.

2. Fie functia f:R — R, f(x) = {

5p b. Sisecalculeze f_01 F)dx
84 se calculeze volumul corpului obtinut prin rotatia graficului functiei g: [0,1] - R,
g(x) = f(x) — 1 in jurul axei Ox.
Noti:Timp de lucru: 3 ore, se acordd 10 puncte din oficiu.

Toate subiectele sunt obligatorii.
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Varianta 5

SUBIECTUL I (30 puncte)

5p.1) Arétatici n = \/ﬁ(l - \/§) — 33 este numir intreg.

5p-2)Aflati doud numere naturale a , b ,» stiindcda+b =2019sia-b = 2018 .

5p. 3) Rezolvati in mulfimea numerelor reale ecuatia Vx? —3 —x = —1

5p. 4) Dupi o ieftinire cu 75% preful unui obiect devine 2550 lei .Care a fost pretul sdu initial?

5p. 5)in reperul cartezian
x0y se considerd punctul 4(2, 3); Aflati coordonatele unui punct M situat peaxa Ox, cu
abscisa pozitivi , astfel ca distanta AM =5 . 5p.

6) Triunghiul ABC este dreptunghic in A ; Daci sinB = % ,aflati ctgC.

SUBIECTUL II (30 puncte)

. a-2 2 ) 1 0
1. Se di matricea A(a)= , acl si B=
1 -a 11
a) Caleulati A(-1)+4(0);
b) Determinati matricea X astfel incat 2.4 (-1)+x =B
¢) Calculati 4(0)-B.
2 Se consideri polinoamele f=X3—4X?4+3x—-m , unde m este numdr real
a) Pentru m= 4, aritati c3 f(4)=8
b) Determinati numarul real m pentru care radécinile polinomului f verifics relatia x; +
X2=X3
¢) Dacd xi®+ x>+ x33=7 (x1 +x2+x3 ), ardtati ci f se divide cu x — 3,

SUBIECTUL III (30 de puncte)

2
1. Se considerd functia f:R — R, fix) = ;Z%I;
a) Calculati derivata functiei date.
b) Determinati intervalele de monotonie ale functiei f pe R.

¢) Calculati asimptota orizontali la oo
2. Se considerd functia f:[1, 2] > R,f(x) =vVx2 +3 :

a) Determinati volumul corpului obtinut prin rotirea graficului functiei /'in jurul axei
Ox .
b) Calculati [ 12 xf(x)dx .

c¢) Calculati [ 12 e*f2(x)dx
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Varianta 6

SUBIECTUL I (30 puncte)

1. Se considera ecuatia x*-(3m-2)x-m+1=0 cu riadicinile x; $i X2, m parametru real.S3 se determine

valoarea lui m, astfel incat si fie satisficuti relatia: X1+X2+XIX2=E .

2. S se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia 10'* =10x-3.

3. Sé se determine a,be R stiind ¢i punctele A(1,a) si B(b,1) € dreptei de ecuatie x-2y-3=0.

4.84 se verifice cd C, + C,+C =2,

5.Dupé o scumpire cu 25% un produs costi la vanzare 520 lei.S3 se determine pretul initial al
produsului.

6.In triunghiul ABC se cunosc AB=3, AC=+/2 si BC=\/§ . 84 se calculeze cosA.
SUBIECTUL al II-lea (30 puncte)
l.In multimea M3 (R) considerim matricele :

1 3 -1 0 2 -6 1 00
0 1 2 2 -3 0 01 0
aclm1 2 1) (003 —4) {001
a) Sd se calculeze determinantul matricei A+I;
b) Si se verifice relatia A>=2A-B.
c) Calculati inversa matricei A.
2. Pe multimea numerelor reale se consideri legea de compozitie x* y = 2xy-2x-2y-6.

a) Sa se verifice cd x * y=2(x-1)(y-1)-8.
b) Sé se calculeze (x * 1)-(1 * y).
¢) Sd se rezolve ecuatia x* x =-6, unde xe R,

SUBIECTUL al ITI-lea(30 puncte)
1. Se considera functia f: (0,4 )—R , f(x) = x2 - 2In x.

5 _ s 2XE—D
a) Sd se verifice cd f (x)=———, x€ (0,0).
X

b) Sa se determine punctul de extrem al functiei .
¢) Sd se scrie ecuatia tangentei la graficul functiei f in punctul A(2,1).

|
S P
, 8(x) Gt 1)

1
2. Se considerd functiile f,g:R\{-1}—R, f(x)= x+1+
x+1
a) S se arate cd functia f este o primitivi a functiei g, oricare ar fi x€ R\{-1}.
1
b) Si se calculeze If(x)dx.
0

c) Sé se calculeze aria suprafetei plane cuprinse intre graficul functiei

h: R\{-1}—=R; h(x)=(x+1)%.g(x) ,axa ox s1 dreptele de ecuatii x=1 si x=2.
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